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PROLOGO DE LOS AUTORES 
A LA EDICION ESPAÑOLA 


El libro “Problemas sobre la teoría de funciones de variable 
compleja” (TFVC) está destinado principalmente para los estudian- 
tes de 1а Facultades de Mecánica y temáticas y de Física y 
Matemáticas de las Universidades, de las secciones correspondientes 
de los institutos pedagógicos y de los institutos politécnicos con 
un programa ampliado de matemáticas. Los “Problemas” contienen 
así mismo ciclos que se salen de los marcos de los programas. Algu- 
nos de ellos pueden servir de base para los trabajos de curso y 
como material para las labores de los seminarios de la TFVC. 

Los autores estiman también que los “Problemas” pueden resul- 
tar útiles para personas que se especializan en la mecánica de 
medios continuos (hidrodinámica, teoría de elasticidad) y en electro- 
tecnia, ya que contienen un número considerable de problemas 
o bien dedicados a la aplicación directa de la TFVC a estas ramas 
o bien relacionados con cuestiones que representan los fundamentos 
matemáticos de las mismas (transformaciones conformes, funciones 
armónicas, potenciales, integrales de tipo de Cauchy, etc.). 

Para mayor comodidad en el uso de los “Problemas”, en el 
índice, además de los títulos de los capitulos у parrágrafos, se 
señalan a veces los ciclos principales de problemas que éstos con- 
tienen (esto se refiere principalmente al material fundamental de 
estudio). 

Se supone que el que recurra a los “Problemas” está familia- 
rizado con los capítulos correspondientes de la TFVC. Si se emplea 
material adicional, se da la información necesaria y se hace refe- 
rencia a la bibliografía. Para los libros que se mencionan con mayor 
frecuencia se emplea la siguiente numeración: 

1—A. И. Маркушевич, Теория аналитических функций, изд. 2-е, 
т. 1, 1967, т. 2, 1968, «Наука» (Markushévich A. 1., Teoría de las 
funciones analíticas, vol. 1 y 11). 

2—M. A. Лаврентьев и Б. В. Шабат, Методы теорин функ- 
ций комплексного переменного, изд. 2-e, Физматгиз, 1965 (Lavrén- 
tiev М. A. y Shabat В. V., Métodos de la teoria de funciones de 
variable compleja). 


El primero de estos libros ha sido traducido recientemente al езра- 
ñol por la editorial “Mir” lo que sin duda facilitará a nuestros 
lectores el uso de los “Problemas”. 

Todas las sugerencias a la solución de los problemas se dan en 
el texto principal. Los problemas más difíciles, cuyos números 
están marcados con asterisco, están provistos de soluciones que se 
insertan en las respuestas. 

Al preparar los “Problemas” se han empleado textos, manuales 
y monografías, tanto rusos, como extranjeros, que estaban al alcance 
de los autores. 

Nos es sumamente grato que a la versión inglesa ya existente 
de nuestros “Problemas” se una ahora esta traducción al español, 
idioma ampliamente extendido. 

Aprovechamos esta ocasión para agradecer nuestro colega, C. Vega, 
por la labor atenta que ha realizado al traducir nuestro libro. 


Los autores 


1) Markushévich A. I., Teoría de las funciones analíticas, vol. 1 y I, Edi- 
torial Mir, Moscú, 1970. 


CAPITULO 1 


NUMEROS COMPLEJOS Y FUNCIONES 
DE VARIABLE COMPLEJA 


En este capítulo, así сото en todo este libro en general, siempre que no sẹ 
diga lo contrario se emplean las notaciones: 2=x-+iy=rel?, w=u-¡v= pel 
(х, Y, и, т, r, р, ф y Ө son números reales, 70, p>0); Rez=x, Imz=4, 
z=x—iy. Si no se hacen indicaciones adicionales, el valor 
¡ento arg z se define mediante las desigualdades — л < arg 2<a; 
о complejo cuyos puntos representan los números complejos z, se llamará 
г-ріапо; los términos “número complejo 2" y “punto z" se emplean comúnmente 
como sinónimos. 


$ 1. NUMEROS COMPLEJOS 
NUMEROS COMPLEJOS, REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA 
1. Realice las operaciones indicadas: 


y. i—i, Do ¿va 

Dri 2) т: 3) то: (1413) 

2. Encuentre los módulos y los argumentos de los números 
complejos (a y b son números reales): 

1) 3i; 2) —2; 3) 145 4) —1—4; 5) 2+5i; 6) 2—5; 

7) —2+5i; 8) —2—5i; 9) bi (b0); 10) a+bi (a 0). 

3. Resuelva la ecuación 2=2"-2 (donde п 52 es un número 
natural). 

4. Halle todos los valores de las siguientes raíces y constrúyalos: 

0/1; 2) Vi 3) YT 4) Y=35 YE 

6) VI=ZE 7) ИЗ+; 8) Y -IFZ 9) уа 37. 

5. Demuestre que ambos valores de И 2" — 1 se encuentran sobre 
la recta que pasa por el origen de coordenadas y es paralela a la 


bisectriz del ángulo interior del triángulo con vértices en los pun- 
tos —1, 1 y z, trazada por el vértice z. 


n 


6. Sean т у п dos números enteros. Demuestre que (}/2)" 
toma n/(n, т) diferentes valores, donde (n, m) es el máximo común 
divisor de los números m y n. Compruebe que los conjuntos de 
valores de (¡/2)" y de ¡/2” coinciden, si, y sólo si, (л, т) =1, 
es decir, si n y m son primos entre sí. 


7. Demuestre las siguientes desigualdades partiendo de consi- 
deraciones geométricas: 


Dla+al<ial+12) 2 12,2122 112, 1—12,11. 


Demuestre estas mismas desigualdades algebraicamente. Explique 
en cada caso cuándo tiene lugar el signo de igualdad. 

8. Demuestre las siguientes desigualdades partiendo de conside- 
raciones geométricas 


D рт | «Татвар 2) 1211</121 114121105821. 
9. Demuestre la identidad 
latza + lza — zl = 2 (1, +l) 


y explique su significado geométrico. 
10. Demuestre la identidad 


141/22 1*=(11219 (112,10). 


11. Demuestre la desigualdad 


la+al>+7U31+120|12+127|- 


12. Sean 2, y г, dos números complejos arbitrarios y sean a, y a, 
dos números reales (а? ++ а? 52 0). Demuestre las desigualdades 
lapataia 2а аа z оа аа. 
Hal 
Sugerencia. Introdi 1 ánguk ili; di tga= Д 
терине la expresión estimada еп la Тола AB sen da С cos Da y Mallo 
sus valores máximo y mínimo. 


13. Demuestre las identidades 
1) (2—2) Y la+ Żal = АХ, + 


2 a Slat- Sal =, 3. „100 


ТРЕ 
14. Demuestre que: 
1) Si 2 +2+2,=0 y |z, =[2,1=1, los puntos 24, 2, Y 2 
son vértices de un triángulo equilátero inscrito en la circunferencia 
unidad. 


2) Si 2+2+2+2=0 y |л|=]л|=]г,]=}2,], los puntos 
21, 2,, 2, Y 2, O bien son vértices de un rectángulo o bien coinci- 
den de dos en dos. 

15. Encuentre los vértices de un poligono regular de n lados, 
si su centro se encuentra en el punto 2=0 y uno de sus vértices 
2, es conocido. 

16. Sean 2, y z, dos vértices adyacentes de un poligono regular 
de n lados. Encuentre el vértice г, adyacente а 2, (2, + 2). 

17. Dados tres vértices 2,, 2, у г, de un paralelogramo, halle 
su cuarto vértice z, opuesto al vértice 2,. 

18. ¿Bajo qué condición tres puntos 2,, 2, y Z, distintos dos а 
dos, estarán, sobre una misma recta? 

19. ¿Bajo qué condición cuatro puntos 2,, 2,, 2, у Zą distintos 
dos a dos, estarán sobre una misma circunferencia о sobre una 
misma recta? 

20*. Los puntos г,, 2, se encuentran a un mismo lado 
de una recta que pasa р en de coordenadas. Demuestre que 
los puntos 1/2,, 1/2,, ..., 1/2, verifican la misma propiedad (indi- 
que respecto a qué recta) y que 


a+ +... +2 %0; ар. 


21. Demuestre que, si 2,4-2,4... 2,20, cualquier recta que 
pase por el origen de coordenadas separa los puntos 2,, 24, ... Za» 
siempre que estos puntos no se hallen sobre dicha recta. 

22. Demuestra que cualquier recta que pase por el centro de 
gravedad de un sistema de puntos materiales 2,, 2,, ... 2, provistos 
de masas т,, M, ... т, separa estos puntos, siempre que no se 
hallen sobre dicha recta. 


Explique el significado geométrico de las relaciones indicadas 
en los problemas 23—34. 

23. |z—zl < R; [2201 > А; |2—2,1= А. 

24. |z—2|+|2+2 {а4а—2{—[:+2|>3. 

26. |г—г,|=|г—,|. 27. 1) Rez>C; 2) Imz<C. 

28. 0 < Re(iz)< i. 

29. a < argz < В; а < arg (z—2,) < B(— a <a <B <n). 

30. |z|=Rez+1. 31. Rez+Imz< 1. 

32. . 33. |22} >| 1+2]. 


z 
34. 1) |z| < агаг, si O<argz< 2л; 
2) |z <argz, si 0< argz <27. 


En los problemas 35—38 se requiere determinar las familias de 
curvas en el z-plano definidas por las ecuaciones correspondientes. 
35. 1) ReL=C; 2) ImL=C (—o < C < оо). 
36. С; 2) итг%®=С(— œ <C < оо). 
37. =2(4 > 0). 38. ag ==(—л< а<л). 


39. 1) Una familia de curvas еп el z-plano viene dada por la 
ecuación 


|2*—1|=4 (А > 0). 


¿Para qué valores de А las curvas de la familia constarán de una 
Curva simple y para qué valores se descompondrán? 
2) Responda a las mismas preguntas en el caso de la familia 


[2*4az4b]=2 (à > 0). 


40. Halle las distancias máxima y mínima entre el origen de 
coordenadas y los puntos de la curva dada (a > 0): 


1) [е+ а; 2) [2+2 |-а. 


41. La función ага z queda definida uniformemente en todo 
punto 2 50, si tomamos |2|—2л < argz< |z|. ¿Cuál es el lugar 
penra de los puntos en los que se altera la continuidad de la 
unción arg z definida de esta forma? 

42. ¿Cuál es el lugar geométrico de los puntos en los que se 
altera la continuidad la función arg z definida uniformemente 
para todo г + 0 mediante las desigualdades In | 2 |—2л < агаг < In| z|? 

43. El valor inicial de Arg f (z) para г = 2 se ha tomado igual a 0. 
El punto z realiza una vuelta completa en el sentido opuesto al 
del movimiento de las agujas del reloj, manteniéndose sobre la 
circunferencia de centro en ч origen de coordenadas y volviendo al 
punto 2—2. Aceptando que Argf(=) varía continuamente durante 
el movimiento del punto z, señale el valor de Argf(2) después de 
la vuelta indicada, si 


DH)=V2=1; 2) f) 21; 3) 00) =V 2 
4) а= ЕЗ; в) H0= VW 1. 


PROYECCIÓN ESTEREOGRAFICA 


44. Deduzca las fórmulas de la proyección estereográfica que 
expresan las coordenadas (E, т, {) de un punto Р de la esfera de 
diámetro 1, tangente en el de coordenadas al z-plano, en 
términos de las coordenadas (x, y) del punto correspondiente z. 
Exprese también x e y mediante E, y y © (se supone que los ejes 
E y т coinciden con los ejes x e y respectivamente). 


14 


Observación. En el problema 44 la correspondencia se establece entre los 
puntos del plano complejo y los de una esfera de radio 1/2 tangente a este 
plano. También se emplea otra forma de correspondencia, cuando se toma una 
sfera de radio 1 y el zplano se traza рог su centro, Véase, por ejemplo, [1; 
сар. 1, $ 5, n° 2]. 


45. ¿Cuáles son sobre la esfera las imágenes de los puntos 
1, —1, i y (—)V È 

46. ¿Cuál es en el plano la imagen del paralelo de latitud 
e(-ł <в< 5) ? ¿A qué corresponden los polos “sur” у “norte”? 

47. Halle en la esfera las imágenes: 

1) de los rayos argz=; 

2) de las circunferencias |2|=r. 

48. ¿Qué posición recíproca tienen en la esfera las imágenes de 
un par de puntos simétricos 

1) respecto al punto 2=0; 

2) respecto al eje real; 

3) respecto a la circunferencia unidad? 

49. ¿Qué condición deben verificar los guntos =, y 22 para ser 
proyecciones estereográficas de dos puntos diametralmente opuestos 
de la esfera? 

50. ¿Qué transformación de la esfera convierte la imagen del 
punto г en la imagen del punto 1/2? 

51. Halle en la esfera las imágenes de los recintos definidos por 
las desigualdades: 

1) Imz >0; 2) Imz < 0; 3) Вег> 0; 

4) Rez < 0; 5) |z| < 1; 6) |z| > Í. 

52. ¿Qué corresponde en la esfera a la familia de rectas parale- 
las del plano? 

53. Demuestre que mediante la proyección estereográfica las 
circunferencias sobre la esfera se transforman en circunferencias 
o rectas del plano. ¿Cuáles son las circunferencias sobre la esfera 
que se transforman en rectas? 

54. Sea K una circunferencia del plano correspondiente a la 
circunferencia K’ sobre la esfera, sea № el polo norte de la esfera 
y sea S el vértice del cono tangente a la esfera a lo largo de K’ 
(se supone que К’ no es un círculo mayor). Demuestre que el centro 
de la circunferencia K se encuentra sobre el rayo NS. Considere el 
caso en que K’ es un círculo mayor. 

55. Demueste que en la proyección estereográfica los ángulos 
entre curvas sobre la esfera son iguales a los ángulos entre sus 
imágenes en el plano. 

56. Halle la longitud £(z, a) de la cuerda que une los puntos de 
la esfera correspondientes a los puntos z y a. Considere también el 
caso en que a es el punto infinito. 


57. Dados dos puntos z, y z, (uno de los cuales puede ser el 
infinito), halle el lugar geométrico de los puntos del z-plano al que 
corresponde en la esfera una circunferencia equidistante de las imá- 
genes de los puntos dados. 


$ 2, FUNCIONES TRASCENDENTES ELEMENTALES 


Por definición se toma 


ditet de-i, snz. cos z 

cosz= 2 i senz= = y tgz= rid de 
mr t HeT Эне rT, heeht, aiee 
chz shz 


2) езт 
е para todo z, entonces 


v=2zki (k=0, +1, +2, ...). 

La relación exp ip =el? = cos p+ i sen y ¿fórmula de Euler) permite em plear 
para la notación de un número complejo la forma exponencial 2=rel+ en 
de la forma trigonométrica тег (сов prisen q). En lo sucesivo, por q entende: 
Temos generalmente el valor principal del argumento, es decir, —л < Фл. 

М; Represente en la forma exponencial los números 1, —1, 
=i, 14 4 1—4, —1 46, 

60. Halle exr/2; зи (k=0, 41, +2, ...). 

61. Halle los módulos y los valores principales de los argumen- 
tos de los números complejos е2+7; е2-2/; ез*#/; e=3-41; —ael (а > 0, 
1Ф|<л); elon); CNET < ®< 2л). 

62. Halle las sumas: 

1) 14+c0sx+c052x+...-+C0snx; 

2) senx+sen2x+... +sen nx; 

3) cosx-+cosdx+... + cos (2n— 1) x; 

4) sen x+ зеп 3x+ .. . +sen (2n— 1) х; 

6) senx—sen2x +... +(—1)"-* sen nx. 

63. Halle las sumas: 

1) cosa +cos{a +B) +... +cos (a +- np); 

2) sena-+sen (a +P) -. . -sen (æ -+ np). 

64. Partiendo de la definición de las funciones correspondientes, 
demuestre que: 


1) sen*z+costz=]; 2) senz=cos (F—2) ; 


2 
3) sen (г, + г,) = sen z, соз z, + соз z, sen za; 
4) cos (2, +21 


соз 2, cosz,—sen z, sen 24; 
5) tg 22= 27: 6) ch (z, +z,)=ch z ch z,+sh z, sh zy- 


16 


65. Demuestre que, si cos(z-+w)=c0sz рага todo z, entonces, 
w=2nk (k=0, +1, +2, ...). 

66. Demuestre que: 

1) seniz=ishz; 2) cosiz=chz; 3) tgiz=ithz; 

4) ctgiz=—icihz. 

67. Exprese en términos de funciones trigonométricas e hiperbó- 
licas de variable real las partes real e imaginaria, así como los 
módulos de las funciones siguientes: 

1) senz; 2) cosz; 3) tgz; 4) shz; 5) chz; 6) thz. 

68. Halle las partes real e imaginaria de los siguientes valores 
de funciones: 

1) соз(2-Ей; 2) sen2i; 3) tg(2—1); 

4) ctg (4—їп2); 5) cth(2+1); 6) th (m3844) a 

69. Halle para cada una de las funciones e*, cosz, senz, tgz, 
chz, cthz el conjunto de puntos z donde ellas toman: 

1) valores reales; 

2) valores imaginarios puros. 

70. Halle todos los valores de 2 para los cuales 

1) ltezl=1; 2) [the|=1. 

Por definición se toma Lnz=Inr+ip+2aik (k=0, +1, 42, ...), Inz = 
= In rip (~n < фл) (Inz se denomina valor principal de la magnitud Ln 2). 

71. Calcule: 

1) Ln4, Ln(—1), In(—1); 2) Lni, Ini; 

3) ілу; 4) 11 (2—30), Ln(-2+31). 

72. Halle el error en los razonamientos que conducen а la рага- 
doja de J. Bernoulli: (—2)*=2*; por esto, 2Ln(—2)=2Ln2 y, 
por consiguiente, Ln(—2)=Lnz (1). 

73. El valor inicial de Іт/ (2) рага 2=2 se ha tomado igual 
a cero. El punto z realiza una vuelta completa en el sentido opuesto 
al del movimiento de las agujas del reloj, manteniéndose en la 
circunferencia de centro en el punto z=0 y volviendo al punto 
2=2, Aceptando que f(z) varía continuamente durante el movi- 
miento del punto z, señale el valor de Imf(2) después de dicha 
vuelta, si: 

1) f(2)=2Ln2; 2) Р) 1а; 

3) H2)=Ln2—Ln(2+ 1); 4) (2) =Ln2+Ln(2+1). 


tom Por definición, cualesquiera que sean los números complejos a +0 y a, so 
ота 


аз=ехр (a Ln aj а) 
o bien ar=e*1N4 si continuamos comprendiendo expz como e”. 
D De acuerdo con (1) e*=exp(zLne) 


es que no se dice lo contrario, tomaremos Ё 
antes. 


xp {z (1 +2nik}. Sin embargo, sì 
, es decir, ег =exp z, al igual que 


2Зак. 1032 17 


74. Halle todos los valores de las potencias siguientes: 
1) 17#; 2) (— 27; 3) 2 4) 17% 5) й; 
1н А 
дүн, унц 8) (— Л 
ө (ту) D G4 8) (—3+40 
75. Pruebe que en el caso de un exponente racional (а = т/п) 


la definición general de potencia 2* coincide соп la defini 
rriente: 


2 =(ўг)" 

(véase asimismo el problema 6). 

76. ¿Coinciden los conjuntos de valores de a**, (a*)* y (аз? 

Por definición, la igualdad w= Arccos z es equivalente a la igualdad z = соз w. 
Análogamente se definen las funciones Arcsen 2, Arctg z, Arcctg z y las funciones 
hiperbólicas inversas Archz, Arshz, Arthz, Arcth z. 

77. Demuestre las siguientes igualdades (se toman en conside- 
ración todos los valores de las raíces): 


1) Arccosz=— i Ln (z+ V71); 


2) Arcsenz= — i Lni (2+ V 7—1); 
bynitz_1 EA 
3) Arctg z =7 Ln = 1 3; 


1); 
6) Arshz=Ln(2+V2F1); 7) Апһг рар; 


8) Arcthz= LnF. 

78. Demuestre que cualquiera que sea el valor de Arccosz se 
puede escoger el valor de Arcsenz de manera que la suma de estos 
valores sea igual а 2/2. Demuestre una proposición análoga para 
Arctg г y Arcctgz. 

Observación. Las igualdades Arcsen z-+ Arccos z =л/2 y Arctg z+ Arcctg z = 
= 1/2 siempre se entienden en el sentido indicado en el problema anterior. 

79. Compruebe que todos los valores de Arccos z están contenidos 
en la fórmula 


4) Arcctg z = тїп В 


Агссоз z= + ¿Ln (24 021—1), 


donde рог V 27—1 se entiende uno de sus valores. 

80. 1) ¿Para qué valores de г todos los valores de las funciones 
Arccos г, Árcsenz y Arctgz son reales? 

2) ¿Para qué valores de z la función Arsħz toma valores ima- 
ginarios puros? 

81. Halle todos los valores de las siguientes funciones: 

1) Агсѕеп 1/2; 2) Arccos 1/2; 3) Arccos2; 4) Агсѕеп i; 

5) Arctg (1 +24); 6) Arch 2i; 7) Arth (1—i). 
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82. Halle todas las raíces de las siguientes ecuaciones: 
1) senz-+cos2=2; 2) зепг—созг 

3) senz—cos2=i; 4) chz—shz 
5) shz—chz=2i; 6) 2chz+shz 
83. Halle todas las raíces de las siguientes ecuaciones: 
1) cosz=chz; 2) senz=ishz; 3) созг=15һ2г. 


$ 3. SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS 


84. Demuestre que, si la serie Yo. converge y |агес,|<а< $, 
la serie converge absolutamente. 


85. Sean convergentes las series Y) c, y Do Demuestre que 
ENE 
siendo Rec, > 0, también converge la serie У) |с, |». 
a 


86. La serie У; с, posee la propiedad de que las cuatro partes 
КЕ 
suyas, compuestas por los términos pertenecientes а un mismo 
cuadrante cerrado del plano, convergen. Demuestre que la serie 
dada converge absolutamente. 
87. Demuestre la fórmula (transformación de Abel) 


р а= а) Saiba t Saba 
donde 1 < тп, 5, =а, +а, 4... +a, (k> 1), S,=0. 

88. Demuestre que para la convergencia de la serie $) a,b, 
donde b, > 0, es suficiente que sean acotadas las sumas parciales 
de la serie Ў, a, y que la sucesión de números {b,} tienda monó- 
tonamente hacia el cero (criterio de Dirichlet). 

Sugerencia. Recurra a la transformación de Abel. 

89. Demuestre que para la convergencia de la serie $) a,b, 
donde b, son números reales, es suficiente que converja'la serie 
Žo. y que la sucesión (b,) sea monótona y acotada (criterio de 


Abel). 
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90. Demuestre que para la convergencia de la serie Ў a,b, 
A 
es suficiente que se verifiquen las siguientes condiciones: 
1) limy n b,=0; 


; 2) la serie 2 Үп |b,—bn+, | converja: 


3) la sucesión donde S, -È dj, sea acotada. 


ў. 
91. Ѕеа Tim РА =q. Demuestre que la serie 3 с, converge 


(absolutamente), si q Ом) y diverge, si q >1. 
92. Tomando como ejemplo las series 


HATE ER (l<a<B) 


arpa Вер... (0 а В <1), 


compruebe que la serie >с, puede ser convergente aun cuando 
# 


93. Demuestre que, si lim 


Е 1, para la convergencia abso- 
luta de la serie 3. es suficiente que sea 
йт п (|®з|—1)<—1 (criterio de Raabe). 


94. Demuestre el criterio de Gauss: si | fst 


donde a no depende de n y а < — 1, la serie Sa converge abso- 
lutamente. т 


Analice la convergencia de las series 
95—104. 


en los problemas 


n л! n ela 
96. са а. A 98, с=т. 
99. с, К 100. =f. 101. chema, 


(9+1)... (а фп 0+1)... (ф+л—1) ie hi 
102. c,= FO СЕУ Ее] тыр 
geométrica), Ее (а В —3) < 0. 


103. с, = 104. с, = 15107 


сов asenin 
To з" 


105. Halle los puntos de acumulación de los conjuntos: 


1) 2= 140—1)" Үт (п=1, 2, ...); 


2) 2= +2 (т, n son números enteros arbitrarios); 


3) 2= 2-14 (т, п, р y q son números enteros arbitrarios): 

4) 121<1. 

106. Demuestre que de una sucesión (z,) acotada de puntos se 
puede extraer una subsucesión convergente. 

107. Demuestre las siguientes proposiciones 

1) La convergencia de la sucesión |z,=x,+iy,) equivale a la 
convergencia sumultánea de las sucesiones (x,) e (yy). 

2) Para que exista el límite lim 2, +0 es necesario y suficiente 


que existan los límites lim/z,%0 y (definiendo convenientemente 
argz,) lim argz,. Si el imz, no es un número negativo, se puede 
nea na w 
aceptar, por ejemplo, que —л < arg z, <a. 
¿En qué casos la convergencia de la sucesión {z,} equivale a 1а 
convergencia de la sucesión (|z,|) solamente? 
108. Basándose en los resultados del problema 107 demuestre 
que: 
1) Jim (144) =e (cos y+ iseng); 
naw 


2) ит [n (Y Z7—1)ļ=Inr+ip+2nrik (k=0, 1, 2, ...). 


§ 4. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 
FUNCIONES COMPLEJAS DE VARIABLE REAL 
En los problemas 95—115 se requiere determinar las curvas 
definidas por las ecuaciones dadas. 
0<!<2. 110. 2=1+ it; —00 << о. 
; —00<(< оо. 


112. z=a(cost-+ isen £); << a>0. 


118. 2=14 75 —0o<1<0. 


114. 1) 2=14iVIZR; —1SISL 0) z= tti VIA 
(se toma el valor aritmético de la raíz). 

115. 1) 2=a(t4 ¿—iert), —o<t<oo, a>0; 

2) ¿=ia+at—iber!; 0<t<%, а>0, 650. 
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FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 


116. Dada la transformación w=2* se requiere: 
1) hallar las imágenes de las curvas x=C, y=C, x=4, |2|=R 


y argz=a y explicar cuáles de estas curvas se transforman biuní- 
vocamente; 


2) hallar las preimágenes (en el z-plano) de las curvas и=С y 
v=C (w=u+ iv). 

117. Dada la transformación w= 1/2, halle: 

¡> ш Imágenes de las curvas x=C, y=C, |z|=R, argz=a 
y |г—1|=1; 

2) las preimágenes de las curvas u=C y v= 


6; 
118. Para las transformaciones ш = 2----у w=z—- halle las 
imágenes de las circunferencias |2|=R. 
119. Para la transformación w-=2-+-L halle en el z-plano la 


preimagen de la red rectangular (u=C, о= С) del plano w. 


120. ¿En qué se transforma la circunferencia |2[=1 mediante 
la transformación w= z /(1—2)*? 


121. Para la transformación ш=е* halle: 

1) las imágenes de las curvas x , йс х=; 

2) las preímágenes de la curva р=Ө (00 < оо). 

122. Halle en qué transforman la red rectangular (х= С, y=C) 
del plano z las funciones: 

1) w=2 +z; 2) w=cthz; 3) w=e". 

123. ¿En qué transforma la función ш =е° 4-2 los segmentos de 
las rectas х = С y las rectas y =C pertenecientes a la franja 0 <у<л? 


124. ¿Qué corresponde en el z-plano a la red polar |w|=R, 
arg ш = ® en las transformaciones: 1) ш =e!/x; 2) w= e"? 


CONTINUIDAD 


125. Una función (2), definida en una vecindad de un punto 


Zo, se llama continua según Heine en el punto z,, si para cualquier 
sucesión (2,), convergente hacia 2, se verifica la condición lim f(2,)= 


=f (z); esta misma función se llama continua según Cauchy, si para 
cualquier e >0 existe un ó(e)>0, tal que de la desigualdad 
[2—2,| < ô se desprende que [f(2)—F(2,) | < e. Demuestre la equi- 
valencia de ambas definiciones (véase, por ejemplo, [1, capítulo І, 


$ 3, n*6)). 
126. Las funciones RSZ тг y E están definidas para 


250. ¿Cuáles pueden ser definidas en el punto 2=0 de manera 
que sean continuas en este punto? 
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127. ¿Serán continuas las funciones 1) 1/(1—2), 2) 1014-2") еп 
el interior del círculo unidad (|2|< 1)? ¿Serán uniformemente con- 
tinuas? 

128. 1) Demuestre que la función е- 1/11 es uniformemente con- 
tinua en el círculo |z|< R excluido el punto 2=0. 

2) ¿Será uniformemente continua en este mismo recinto la fun- 
ción ет 12% 

3) ¿Será uniformemente continua la función e-'%* en el sector 
0<|2[<R, [агаг |< 7/6? 

129. La función w=e-!/* está definida en todo punto excepto 
el punto z=0. Demuestre que: 

1) esta función es acotada pero no continua en el semicírculo 
0<[2|<1, |агаг|<5л/2; 

2) en el interior de este semicírculo la función es continua pero 
no uniformemente; 

3) la función es uniformemente continua en el sector 0 < |2| < 1, 
largz| <a < 1/2. 

130. La función f(z) es uniformemente continua en el círculo 
|z| < 1. Demuestre que existe el límite lim /(г„) para todo punto £ 


de la circunferencia |г| 1 y cualquier sucesión г„—$, |z„|< 1. 
Demuestre también que este límite no depende de la selección de la 
sucesión (2,) y que, si la función se define en la frontera del círculo 
por medio del paso al límite, resultará continua en todo el círculo 


cerrado |2|< 1. 


$ 5. FUNCIONES ANALITICAS Y ARMONICAS 


CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN 


131. Compruebe que las condiciones de Cauchy-Riemann se ve- 
rifican para las funciones 2”, e*, cosz у Lnz y demuestre que 


(e) = пг"-1, (e) =e, (cos2/=—senz, (аг) =. 


132. Halle los valores que deben tomar las constantes a, b ус 
para que la función f(z) sea analítica: 

1) f (z) = x +ay + i (bx + cy); 

2) f (2) = соз x (ch y +ash y) + i sen x (ch y +b sh y). 

133. Halle los recintos donde la función 


Ho=/1=y 1421] xy] 


es analítica. 

134. f (г) = и + іо = ре? es una función analitica. Demuestre que, 
si una de las funciones и, v, р о Ө es igual idénticamente a una 
constante, la función f (2) es constante, 


эз 


135. Sea г=ге# y sea f(2)=u(r, Ф) + iv(r, Ф). Escriba las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. 

136. Demuestre que, si / (2) =и +-іо es una función analítica y 
з y л son vectores ortogonales, tales, que la rotación del vector 5 
hacia el vector æ en ángulo recto se realiza en el sentido opuesto 
al del movimiento de las agujas del reloj, resulta, 


Uy а 
as “дп Y да д 
2 y 2 son derivadas de funciones de dos variables reales res- 


pecto a la dirección correspondiente). 

137. Demuestre que la función f(2)=2 no es diferenciable en 
ningún punto. 

138. Demuestre que la función w=zRez es diferenciable sólo 
en el punto 2=0; halle w (0). 

139. Demuestre que en el punto 2=0 la función / (2) = Ихи 
verifica las condiciones de Cauchy-Riemann pero no tiene derivada. 

140. Demuestre las siguientes proposiciones: 

1) Si para la función w=f (г) existe en el punto z el límite 

4 Aw 
dim, [е 22]. 

las derivadas parciales и, у о, existen y coinciden. 


2) Si existe el límite lim [tm = 
ате 


, las derivadas parciales u, 


y vy existen y uy = —о,. 

8) Si se зиройе de añtemano que las funciones u y v son dife 
renciables, la existencia de cualquiera de los límites de 105 puntos 
2) implica la existencia del otro y, рог consiguiente, la dife- 
renciabilidad de la función / (2). 

141. La función w=f (z) verifica en el punto z las siguientes 
condiciones: 1) las funciones u y v son diferenciables; 2) el límite 
¿lim 121 existe. Demuestre que o bien fíz) o bien F) es dife- 
renciable en el punto г. 

142. La función w= f(z) verifica en el punto z las siguientes 
condiciones: 1) las funciones u y v son diferenciables; 2) existe el 


límite lim arg “уу. Demuestre que f(z) es diferenciable en el punto г. 


143. Sea w=/(2) =u-+ ív y sean u (x, y) y v(x, y) diferenciables 
en el punto z. Demuestre que para Az—Ó el conjunto de todos 


los posibles valores límites de la razón 47 es o bien un punto о 
bien una circunferencia. 
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DERIVADAS FORMALES SEGÚN CAUCHY 
Si en la relación 


ано и (F, 2) =0 (e D 


г y 2 se consideran como veriables independientes, las derivadas respecto a estas 
variables serán iguales a 


rl) rt) 


En lo sucesivo aceptamos la siguiente denotación: 


ðw 
орен F=, 


д: dz 
ete. 
144. Demuestre las siguientes relaciones: 
2) dw=w,dz+wadz; 2) ш,=-у (и, оу) (и, +00); 
3) w= [и —0,) + iu, +0,)]. 
145. Demuestre que las ecuaciones de Cauchy — Riemann son equi- 


valentes a la ecuación 15=0. 
140, Demuestre que la ecuación de Laplace Au==0 puede ser 


escrita en la forma 0. 


дг 

147. Demuestre que du=dw, 0,05 у 0; = ш, (la raya grande 
significa que al valor conjugado se pasa después de la diferencia- 
ción). 


148. Demuestre que para la función z(w), inversa respecto a 
ш (г), se tiene 


A —; = 
а т таг t OS 
149. Demuestre que el jacobiano de la transformación w (г) es 
igual a 


дш о) 
стя j7 


Ге, P—[w,P. 


150. Demuestre las siguientes igualdades: 
ne 
dz 


ш, +w, donde а агр йг; 
5 di 

2) máx el =10,1+05k 
e dw 

3) min [2] lwo- 
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151. Demuestre que, siendo a=argdz у a'=argdw, se tiene: 


y 4 Ж 
ра (их сога uy sen а)*-+ (o, соха F vy sen a)? 


¿y да’ 
2) тах E 


FUNCIONES ARMÓNICAS 


Una función u (x, y) que posee en un recinto derivadas parciales continuas 
hasta el segundo orden inclusive y que verifica la ecuación de Laplace 


y 
Mum S+ mo 
se Пата Junción armónica. Dos funciones armónicas u(x, y) у v(x, y), ligadas 
por las ecuaciones de Cauchy — Riemann 
ди до du 
zy бу 


se llaman conjugadas. 
152. Demuestre las siguientes proposiciones: 


1) Una combinación lineal de funciones armónicas 2 cui (х, y) 


es una función armónica, 

2) Si los argumentos de una función armónica u(x, y) se some- 
ten a la transformación de inversión x=E/(É*-+m) e y = n/(Ẹ" + n°’), 
la función transformada será armónica. 

3) Si los argumentos de una función armónica u(x, y) se some- 
ten a la transformación x= (E, n) e y=w(E, n), donde y y p son 
funciones armónicas conjugadas, la función transformada será armó- 
nica. (De aquí se desprende, en particular, la proposición anterior). 

4) Sean u(x, y) y о(х, y) dos funciones armónicas conjugadas 
y sea el jacobiano 508-9 diferente de cero en un recinto. Entonces 
las funciones inversas x(u, о) e y(u, о) también serán armónicas y 
con jugadas. 

153. Demuestre que para toda función u(x, y), armónica en un 
recinto simplemente conexo G, existe una familia de funciones armó- 
nicas conjugadas que se diferencian una de otra en una constante aditiva 

вә 
v= f —ж@‹+ +С. 
СА] 

2) Demuestre que, si el recinto С es múltiplemente conexo y está 

limitado por el contorno exterior P, y por los contornons interio- 
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res Г, Pa, ..., Г, (fig. 1) (cada uno de los cuales puede degenerar 
en un punto), la función v(x, y) puede resultar multiforme y la fór- 
mula general para sus valores será 
ЖАЛ 
v= {акау тс. 
өгө 

La integral se {ота а lo largo de ип camino perteneciente a 

G, m, son números enteros y 
du ди 
а= {0 ахау, 

А 
donde ү, son contornos cerrados simples, cada ипо de los cuales 
contiene en su interior una parte conexa 
de la frontera (Г„) (los números л, se 
llaman períodos de la integral o constan- 
tes cíclicas). 

Para que la función v(x, y) sea uni- 
forme es necesario y suficiente que todos 
los números лу sean iguales а cero. 

Observación. El contorno Г, puede no existir 
siempre Чи, la función ш (х, y) sea armónica en 
el punto infinito, Esto significa, por definición, 
que la función U (E, n), obtenida de la función 


u(x, y) mediante la transformación de inversión (véase el problema 152, 2), 
es Armónica en el origen de coordenadas, Se puede demostrar que en este caso 


m=i. 


Ге 


154. Suponiendo conocido el hecho de que toda la función апа- 
lítica es infinitamente diferenciable, demuestre los siguientes teo- 
remas: 

1) Las partes real e imaginaria de una función analítica f (z) = 
=u + ¡o son funciones armónicas conjugadas. 

2) Las derivadas (de cualquier orden) de una función armónica 
son también funciones armónicas. 

155. 1) ¿Será armónica la función u*, siendo armónica la fun- 
ción u? 

2) Sea u una función armónica. ¿Para qué funciones f la fun- 
ción f(u) también será armónica? 

156. ¿Serán armónicas las funciones |f(2)|, arg / (2), y In |f (2) 
siendo f (2) una función analítica? 

ш 
157. Transforme el operador de Laplace Аш = 9% + ай а las co- 


ordenadas polares (r, ф) y halle la solución de la ecuación de La- 
place Au=0 dependiente sólo de 7. 

158. Calcule рага n= 1, 2, 3, 4 los polincmios armónicos р, (х, y) 
y qa (x, y) definidos por la igualdad 2"=p, + дь. Encuentre la forma 
general de p, y q, en el sistema polar de coordenadas. 
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Valiéndose de las fórmulas del problema 153, halle en los рго- 
blemas 159—163 las funciones conjugadas a las funciones armónicas 
dadas en los recintos señalados. 


159. u(x, у) = +x, 0<]2]<o0. 
x 
160. u(x, = аа, 0121 оо. 

161. u(x, y) =$ In(*4+y) a) en el recinto que se obtiene 
excluyendo del plano el semieje y=0, — оо <x<0; b) en el plano 
con el origen de coordenadas excluido (0< [г] < оо). 

162. u(x, y)=(In(e+y)—In[(:— 1) +4]) a) en el plano 
con los puntos 2=0 y z=1 excluidos; b) en el plano con el 
segmento del eje real y=0, O<x=<1 excluido; с) en el plano 
con el rayo y=0, 1<x<oo excluido. 


163. u (x, y) = 5 Da. In [(«—x,)* +(U—ya)*'] a) en el plano con 
# 


los puntos 21, 2,, ...,2,(2а = Xa+ 0а; 2,9 2,) excluidos; b) en el 
plano del cual se ha excl la quebrada simple (es decir, que no 
se interseca consigo misma) que une dos puntos dados. 


164, ¿Existe una función analítica f(2) = и --іо, tal, que 


Du айа: Dl) PE 3) пеи 


Halle en los problemas 165—168 la función analítica f (г) =u -+ iv 
a partir de su parte real o imaginaria dada. 

165. u = баас 

166. u = е (хсоз у — у зеп y) +2 sen x sh y + x* —3xy? + y. 

167. 030и: 


168. v= In (х? +y") + x—2y. 

Analice en los problemas 169—176 la existencia de funciones 
armónicas (diferentes de una constante) del tipo indicado y, si exis- 
ten, calcúlelas. 


169. u=q(x). 170. u=q(ax-+by) (a y b son números reales), 
її. u=p(2). 172. иф). 173. иф). 
174. и=ф (EE ). 175. u=q(+ VFF P). 

\ 


x 


176. u=9 (+9). 

En los problemas 177—180 demuestre la existencia y encuentre 
la función analítica f(z) a partir de su módulo o su argumento 
dado. 

177. p= (у) е". 178. р=е"=нә. 
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179. $=лху. 180. 0=p+rsenp 

181. Demuestre la siguiente proposición: para que una familia 
de curvas ф(х, у) =С, donde q es una función dos veces continua- 
mente diferenciable, sea una familia de líneas equipotenciales de 
una función armónica es necesario y suficiente que la razón Aq/(grad Фф)? 
dependa sólo de Ф. 

Sugerencia. Demuestre previamente que la función armónica requerida es de 
la forma u= [Ф (х, y)l. 

En los problemas 182—186 halle las funciones analíticas, tales, 
que o bien sus partes reales, o bien sus partes imaginarias, o bien 
sus módulos, o bien sus argumentos se mantienen constantes a lo 
largo de cualquier curva de la familia correspondiente. 

182. х=С. 183. у=С. 184. у=Сх. 

185. х? 4-1 = С. 186. x*+y?=Cx. 


SIGNIFICADO GEOMÉTRICO DEL MÓDULO 
Y DEL ARGUMENTO DE LA DERIVADA 

187. La transformación se realiza mediante las funciones w= z? 
y w=2". Halle el ángulo de rotación (0) de una dirección con origen 
en el punto z, y el coeficiente de dilatación (Ё) en los siguientes 
puntos: 

ї) =1; 2) 2 —+ 3) 2=1+i 4) z =—3+41. 

188. ¿Qué parte del plano se contrae y qué parte se dilata, si 
la transformación se realiza mediante la función: 


1) w=2%? 2) w=2"+4+22 3) ш 12 4) ше? 5)w=In(2—1)? 


189, El recinto G se transforma conforme y biunivocamente ne- 
diante la función f(z) en el recinto G’. Halle las fórmulas que per- 
miten calcular el área S del recinto С” y la longitud L del arco en 
el que se transforma un arco / perteneciente al recinto G. 

190. Halle la longitud L de la espiral en la que transforma el 
segmento y=x,0<x<2 la función e. 

191. Halle el área del recinto en el que transforma el rectángulo 
1<x<2, 0<y<4 la función e. 

192. Halle el recinto D en el que transforma el rectángulo 
1<x<2, 0<y<8 la función e”. Calcule el área del recinto D 
utilizando la formula obtenida en el problema 189 y explique por 
qué esta fórmula no ofrece el resultado correcto. 


CAPITULO П 


TRANSFORMACIONES 
CONFORMES RELACIONADAS 
CON FUNCIONES ELEMENTALES 


$ 1. FUNCIONES LINEALES 
FUNCIONES LINEALES ENTERAS 


193. Halle la función lineal entera que transforma el triángulo, 
cuyos vértices se encuentran en los puntos 0, 1 е i, en un triángulo 
semejante con vértices еп 0, 2 y 1+. 

194. Halle la transformación lineal entera con el punto inmóvil 
1+2i que transforma el punto i en el punto — i. 

195. Halle para las transformaciones dadas el punto inmóvil 
finito 2, (si es que existe), el ángulo de rotación @ alrededor del 
mismo y el coeficiente de dilatación k. Reduzca estas transformacio- 
nes а la forma canónica w—2,=A(2—20). 

1) w=224+1—3i; 2 w=i2 +4; 3) w=2+1—2; 

4) шш, =a (2—2) (450); 5) w=az+b(a #0). 

196. Halle la forma general de la transformación lineal entera 
que transforma: 

1) el semiplano superior en sí mismo; 

2) el semiplano superior en el semiplano inferior; 

3) el semiplano superior en el semiplano de la derecha; 

4) el semiplano Се la derecha en sí mismo. 

Compruebe que en todos los casos la transformación queda defi- 
nida univocamente al indicarse un par de puntos interiores o dos 
pares de puntos frontera correspondientes. 

197. Halle la forma general de la transformación lineal entera 
que transforma: 

1) la franja 0<x< 1 en sí misma; 

2) la franja —2 < y< 1 en зі тіз 

3) la franja limitada por las rectas y=x e y=x—1 еп sí misma, 

Estudie qué pares de puntos corresponderán uno a otro en estas 
transformaciones y en qué caso esta correspondencia determinará 
unívocamente la transformación. 
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198. Halle la función lineal entera ш (г) que transforma Іа franja 
comprendida entre las rectas dadas еп la franja 0<u<1 y que 
verifica la condición de normalización dada: 

1) x=a, х=а+ В; w(a)=0; 

2) x=a, x=a +h; w(a + )=т+ь Imw (a +50) <1 

3) у= 6х, y=kx+b; w(0)=0; 

4) y=kx+b, y=kx+by w(b)=0. 

199. Halle la función lineal entera que transforma el círculo 
Els 1 en el círculo [w—w,| < А de manera que los centros de 
los círculos correspondan uno al otro y el diámetro horizontal se 
transforme en el diámetro que forma con la dirección del eje real 
el ángulo а. 


FUNCIONES HOMOGRÁFICAS 


00. Dada la función w=- halle las imágenes de las siguientes 


curvas: 
1) la familia de circunferencias x*+ y? =ах; 
2) la familia de circunferencias x°- y*=by; 
3) el haz de rectas paralelas y=x-+-b; 
4) el haz de rectas y=kx; 
5) el haz de rectas que pasan por un punto dado 2, = 0; 
6) la parábola у= 


201. Halle en qué transforma la función w= 


1) la red rectangular x=C e y=C; 
2) la red polar |2— y argl2—2)=0. 


202. Dada la función ш== 


1) Demuestre que la preimagen de la familia |ш| = (0 <А < оо) 
es una familia de circunferencias (las circunferencias de Apolonio). 
Para un valor de À dado halle el radio y la posición en el 2-plano 
del centro de la circunferencia correspondiente. 

2) Halle las preimágenes de los rayos argiw=0. 

3) Construya la red del г-ріапо que corresponde a la red polar 
del w-plano. 

4) Halle el recinto del z-plano que corresponde al semicírculo 
[w|<1, Imw>0. 

En los problemas 203—207 explique en qué se transforman los 
recintos indicados mediante las funciones dadas. 


2. 
203. El cuadrante x>0, y>0; ш= 41. 
—i 


‚| 22. 
204. El semicírculo |2|< 1, Imz> 0; ш= E" 


22% 


z 


205. El ángulo 0<ф< GF; w= 


з 


206. La franja 0 <х < 1; 


207. El anillo 1 < [2[<2; w A 
208. Transforme en la franja vertical 0<Rew<1 


1) el semiplano Rez > 0 con el círculo 23 |<j excluido; 
2) la lúnula compren iia entre las circunferencias 
d, la d, 
[|= у|+—@|=@# (4, <d) 


3) el exterior de los aaah 
nera que ш (4,) = 0. 

209. Halle las funciones homográficas que transforman los puntos 
1, i y 1-+1 en los puntos: 

1) 0, 2i y 1—i 2) i, co, y 1 respectivamente. 

210. Halle las funciones homográficas que transforman los puntos 
— 1, оо e ¡en los puntos 

1) i, 1 y 141 2) œ, i y 1; 3) 0, оо y І respectivamente. 

211. Halle las funciones homográficas a partir de las siguientes 
condiciones: 

1) los puntos 1 e į son inmóviles y el punto 0 se transforma 
en el punto — 1; 

2) los puntos - y 2 son inmóviles y el punto ¿4-3 ise trans- 
forma en el оо; 

3) el punto i es un punto inmóvil doble y el punto 1 se trans- 
forma en el со. 

212. Halle la función homográfica que transforma los puntos 

0 y 1 en los puntos 1, i y — 1 respectivamente y explique 

qué “corresponde al semiplano superior en esta transformación. 

213. Halle la forma general de la transformación homográfica 
que transforma: 

1) el semiplano superior en sí mismo; 

2) el semiplano superior en el semiplano inferior; 

3) el semiplano superior en el semiplano de la derecha. 

214. Halle la transformación del semiplano superior en sí mismo 
con la siguiente condición de normalización: 

1) w(0)=1, w(1)=2, w(2)=00; 2) w(0)=1, w(i) = 21. 

Observación. Acerca de la transformación del semiplano superior en sí mismo 
con otra condición de normalización véase el problema 226. 


215. Halle la función ш (г) que transforma el círculo аса R 
en el semiplano de la derecha Rew>0 de modo que w(R 


w(—R)=00 y w(0)=!. ¿Cuál será en esta transformación la imagen 
del semicírculo superior? 


4 |4 
-#|=-% Че та- 
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Dos puntos P, у P, se llaman simétricos respecto а una circunferencia К 
de centro O y radio R, si se encuentran sobre un mismo rayo que nace en O y 


ОР\-ОР, = ЁЗ, 
216. Halle los puntos simétricos al punto 24-1 to a 1 
circunferencias: 1) |z| = 1; 2) [а-о a 
217. Halle la imagen simétrica respecto a la circunferencia uni- 
dad de las curvas siguientes: 


1) [= 2) l2-1|=1; 3) у=; 


218. Demuestre que рага la simetría de los puntos Р, у Р, 
respecto a la circunferencia K es necesario y suficiente que se veri- 
fique una de las dos condiciones siguientes: 

1) toda circunferencia К, que раза por los puntos Р, y P, sea 
ortogonal a К; 


2) Мр! = const рага todo punto М de la circunferencia К (es 


decir, K es una circunferencia de Apolonio respecto a los puntos 
P, y Py). 


219. La función w= 26 (P=a+ ib, b>0) translorma el 
semiplano superior en el circulo unidad: 

1) halle arg w (x) = Ө (x): 

2) halle w’ (P); 

3) explique qué parte del semiplano superior se contrae y qué 
parte se dilata. 

220. Transforme el semiplano superior Imz>0 en el círculo 
unidad [w| < 1 de manera que: 

1) w(i)=0, argo ()=—F; 2) w(2i)=0, argw'(2i)=0; 

3) w(a+bi)=0, argw'(a+bi)=0 (b > 0). 

221. Transforme el semiplano superior Imz>0 еп el círculo 
|w—w,| < R de manera que el punto i corresponda al centro del 
círculo y la derivada en este punto sea positiva. 

222. Transforme el círculo |z|< 2 en el ѕетіріапо Rew > 0 de 
manera que w(0)=1 y агаш” (0) = л/2. 

223. Transforme el círculo [z—4i|< 2 en el semiplano v >u de 


manera que al centro del círculo corresponda el punto —4 y al 
punto 2i de la circunferencia, el origen de coordenadas. 
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224. Halle la forma general de la función homográfica w(z) que 
transforma el círculo |2] < 1 en el semiplano de la derecha Rew > 0 
de manera que 22 (2,) =0 y 22(2,) = со, donde 2, y 2, son dos puntos 
dados de la circunferencia [2|=1, tales, que агаг, < агаг, 

Construya la familia de curvas del circulo |г | < 1, correspondiente 
а la red polar del semiplano Rew > 0. 

Sugerencia. Recurra a la forma general de la transformación homográfica 

е 
рага tres pares de puntos correspondientes y halle arg kaS 

225. Halle el centro w, y el radio R de la circunferencia en la 
que se transforma el eje real mediante la función == 
(Imz, 0). 

226. Halle la función que transforma el semiplano superior en 
sí mismo de manera que ш (а) =b y argw (а) =a (Ima > 0, Imb > 0). 


Sugerencia. Transtorme previamente, con la correspondiente condición de 
normalización, ambos ejemplares del semiplano en el círculo unidad. 


227. Transforme el semiplano superior en el inferior de manera 
que w(a) =a y агаш” (a) = — 3 (Ima > 0). 


228. Dada la función w= e" 2—2 
círculo unidad en sí mismo: 

1) halle arg w (е7) = Ө (р); 

2) halle w’ (0) y w' (a); 

3) explique qué parte del círculo unidad se contrae y qué parte 
se dilata; 

4) halle máx || y mín [ж рага |2[<1. 

229. Transtorme el círculo |г| < 1 en el círculo |w] < 1 de ma- 
nera que: 

L) ‚(4 a га 6; у т, 

1) (7) =0, аво (3) =0; 2) (5) =0, argw (7) =; 

3) w(0)=0, argw (0) = — 5; 4) w(a)=a, агаш" (а) =a. 

230. Transforme el círculo ya <А, еп el encia: Ja] <А, de 
manera que ш (а) = 6 у argw' (а) =а (|а] < R, |b] < Ҝ,). 

231. Transforme el círculo Парт en el círculo [w—1|<1 де 
manera que w(0) = 1/2 y w(1)=0. 

232. Transforme el círculo |2—2|< 1 en el círculo |w— 2i] < 2 
de manera que w(2)=i¡ у argw'(2) =0. 

233. Halle la forma ега! de la función homográfica w(z) que 
transforma el círculo |z| < А en sí mismo y verifica las condiciones 
siguientes: 

1) w(a)=0 (Ja < А); 2) w(a)=b (|а| < А, |b| < R); 

3) w(+R)=+ R. 


(а] < 1) que transforma el 


a 


234. Тгапзїогте el círculo |z|< 1 en si mismo de manera que 
dos puntos interiores dados 2, y г, correspondan a los puntos 
+a(0<a< 1); halle a. 

Sugerencia. Emplee el resultado del problema 233, 2) y la identidad del 
problema 10. 

235. Transforme el círculo |z| < 1 en sí mismo de manera que 
el segmento y=0, OZ х << а(а < 1) del eje real corresponda a un 
segmento del eje real simétrico respecto al origen de coordenadas. 
Halle la longitud del segmento transformado. 

236. Demuestre que una transformación lineal que transforma 
un círculo en un círculo queda determinada univocamente al espe- 
cificar las imágenes de un punto interior y de un punto de la 
frontera. 

237. El círculo unidad se transforma en sí mismo de manera 
que el punto 2,5 0 pasa al centro del círculo. Demuestre que en 
tal caso una semicircunferencia unidad se transforma en una semi- 
circunferencia si, y sólo si, sus extremos se encuentran sobre el 
diámetro que pasa рог el punto г,. 

238. Construya la transformación del circulo unidad en sí mismo 
en la que la preimagen del centro se encuentra sobre el eje real y 
el arco 0<p=<a/2 de la circunferencia unidad se transforma en los 
siguientes arcos: 


) 0<0<7: 20<0<F; 3) 7<0< 


$ 2. CUESTIONES COMPLEMENTARIAS DE LA TEORIA 
DE TRANSFORMACIONES LINEALES 


FORMAS CANÓNICAS DE TRANSFORMACIONES LINEALES 


Una transformación homográfica con un punto inmóvil г, se denomina pa- 
rabótica. Una transformación parabólica puede ser representada en la forma 
conónica 


зә; 
w=2+h, 
si zp 
Una transformación homográfica con dos di 
Liene La forma canónica 


intos puntos inmóviles 2, y 22 


y. 35 


239. Demuestre las siguientes proposiciones: 
az+b 
афа 


1) La transformación homográfica general w= puede ser 


wto’ 

2) Si а--б es un número real, la transformación es eliptica, 
cuando |®--8| < 2; hiperbólica, cuando |®--&| > 2, y parabólica, 
cuando [a-+ô|= 2. 

3) Si Im(a3-5)30, la {гапзїогтасїдп es loxodrómica. 

240. Demuestre que si una transformación lineal tiene dos puntos 
inmóviles, el producto de las derivadas en estos puntos es igual a 
la unidad. 

241. Halle las circunferencias que en la transformación parabó- 

1 


reducida а la forma ш, donde ls fj- 1. 


lica z 7, +n corresponden a sí mismas. 
a 


242. Halle la forma general de la transformación parabólica del 
círculo [2[< R en si mismo, si el punto R es inmóvil. 

243. Demuestre las siguientes propiedades de la transformación 
hiperbólica: 

1) Toda circunferencia que pasa por fos dos puntos inmóvi- 
les se transforma en sí misma, conservándose el sentido del recorrido. 

2) Toda circunferencia ortogonal a las circunferencias que pasan 
por los puntos inmóviles se transforma en una circunferencia que 
verifica la misma propiedad. (Esta propiedad se deduce directamente 
de la propiedad 1). 


Sugerencia. Analice primero el caso en que los puntos inmóviles son 0 y œ. 


244. Demuestre que dada una transformación elíptica: 

1) Toda circunferencia ortogonal a las circunferencias que pasar 
por los dos puntos inmóvoles se transíorma en sí misma, conser- 
vándose el sentido del recorrido. 

2) Un arco circular que une los puntos inmóviles se transforma en 
un arco circular que une los puntos inmóviles y forma un ángulo œ 
con el primer arco (a = arg А). 

245. a) Demuestre que para una transformación loxodrómica se 
conservan las propiedades 2) de las transformaciones hiperbólicas 
(véase el problema 243) y elípticas (véase el problema 244). 

2) Demuestre que para una transformación loxodrómica no exis- 
ten circunferencias inmóviles, siempre que  э® л (a = ага k). Demues- 
tre que, siendo œ=x, las circunferencias que pasan por los puntos 
inmóviles se transforman en si mismas alterándose el sentido del 
recorrido. 

246. Demuestre que рага la transformación loxodrómica ш = ае“® z 


laa 
las espirales logarítmicas r= Ae ® “(А > 0) se transforman en sí 
mismas. 
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% 2= 

1—аг 
=[а1 ее, [а] < 1), que transforma el círculo unidad en sí mismo, 
puede ser solamente o bien elíptica, o bien parabólica, o bien hi- 
perbólica. Explique para qué valores de a tiene lugar cada uno de 
los casos señalados. Encuentre los puntos inmóviles de la transfor- 
mación y redúzcala a la forma canónica. 


247. Demuestre que la transformación lineal ш —е“ (a= 


ALGUNAS FORMULAS DE APROXIMACIÓN PARA 
TRANSFORMACIONES LINEALES 


248. El semiplano superier se transforma en el círculo unidad 
de manera que el punto z=hi (h> 0) pasa al centro del círculo. 
Halle la Jongitud Г de la imagen del segmento [0, a] del eje real 
(a>0) y obtenga las fórmulas lineales de aproximación de Г para 
pequeños valores de a/h y para pequeños valores de h/a. 

249. El círculo unidad se transforma en sí mismo de manera 
que la preimagen del centro del circulo—el punto x,—se encuen- 
tra sobre el eje real. Halle la longitud T de la imagen del arco 
0< фт de la circunferencia-unidad (y< л). ¿Cóma varía la mag- 
nitud T/y en dependencia del signo de x,? 

250. En las condiciones del problema 249 obtenga las fórmulas: 


1) T= Ż 44-0 (y?) para pequeños valores de y; 


2) T =n—ectg 
donde e= 1 — xo. 

251. El círculo unidad se transforma en sí mismo de manera 
que el punto z,=r,eí%», pasa al centro. Los puntos г, = 9 y z, =el0% 
se encuentran a un mismo lado del diámetro que pasa por el pun- 
to Zo (Po < Pi < Pa <q, +11). Aceptando que el punto z, es próximo 
a la circunferencia unidad, demuestre que para la longitud Г de 
la imagen del arco ф, <<, de la circunferencia unidad es vá- 
lida la fórmula 


-O (e?) para pequeños valores de e, 


P=e [cte Dg [е те сз 27%] +0(e), 


donde e= 1 — г. 


TRANSFORMACIONES DE RECINTOS BICONEXOS ELEMENTALES 


252. Demuestre que, si la transformación lineal del círculo 
1г| < 1 en sí mismo no se reduce a una rotación, no existe anillo 
concéntrico alguno de centro en el origen de coordenadas que se 
transforme en un anillo concéntrico. 

Obsrevación. Esta proposición es un caso particular del siguiente teorema: 

Para que exista una transformación conforme del anillo 7, < 2| <r, enel 


anillo R, < |w] < R,esnecesario y suficiente quese cumpla la condición R/R, = 
=r,/7,. Además, en este caso la función que realiza la transformación puede tener sólo 
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dos formas: o bien ш= аг о bien w=a/z. La transformación queda determina- 
da univocamente al especificar un par de puntos frontera correspondientes (véase, 
por ejemplo, 12, cap. 11, $ 3) 


253. 1) Transforme el anillo 2 < | z | 
de manera que w(5)=—4. 

2) Transforme el anillo 1 < |г— 24] < 2 en el anillo 2 < |w—3 -+ 
+21] < 4 de manera que w (0) = —1— 21. 

Tiene lugar el siguiente teorema: 

Toda región biconexa, cuyas fronteras no degeneran en puntos, puede ser 
transformada conformemente en un anillo concéntrico con la razón definida 


p de los radios de las circunferencias interior y exterior (p se denomina módulo 
del recinto biconexo). 


5 en el anillo 4 < | 


254. Transforme el semiplano Re г > 0 sin el círculo |г—һ|< R 
(h> R) en el anillo p < |w] < 1 de manera que el eje imaginario 
se convierta en la circunferencia |] = 1. Halle p. 


Sugerencia, Construya la circunferencia de centro en el origen de coordena- 
das y ortogonal a la circunferencia |z—A]= R; encuentre la transformación 11. 
neal que transforma el eje real y la circunferencia construida en dos rectas que 
se іп(егѕесап (ortogonalmente) y compruebe que el recinto considerado se trans- 
forma en este caso en un anillo concéntrico. Demuestre que el centro de este 
anillo coincide con el origen de coordenadas, si los puntos de intersección de la 
circunferencia construida en el eje real pasan a O y al = 


255. Transforme el semiplano Re z > 0 sin el círculo |2—A] < 1, 
h> 1, en el anillo 1 <[|w]<2. Halle h. 

256. Transforme el anillo excéntrico comprendido entre las cir- 
cunferencias |2—3|=9 y |z—8 |= 16 en el anillo p < |w| 1. Halle p. 

267. Transforme el recinto biconexo comprendino entre las cir- 
cunferencias |2—z,|=r, y |z—2,|=1, (donde o bien |2,|—|2,] > 
>r +1, 0 bien |2,—2, | < [r,—r,!) en un anillo circular concéntrico 
de centro en el origen de coordenadas. Halle el módulo (p) del 
recinto. 

Sugerencia. Halle un par de puntos simétricos respecto a ambas circunfe- 
rencias y transtorme uno de ellos en O y otro en el œ. 


Observación. Es fácil ver que el método de solución recomendado en las 
sugerencias a los problemas 254 y 257 es el mismo. 


258, Empleando la solución del problema anterior, halle los 
módulos de los recintos biconexos comprendidos entre las circunfe- 
rencias dadas: 

1) |z—i|=2, [2 +4] 


i 2) |2—3i]=1, [2—4|=2. 


PROPIEDADES DE GRUPO DE TRANSFORMACIONES HOMOGRAFICAS 


La transformación T (2) =7, 17 (2)] se denomina producto de las transfor- 
maciones T, y Ту y se denota en 1а forma T=T,7, (el orden tiene importanci 
ya que, en general, TT, % ТГ). El conjunto @ de transformaciones 7 for 
ап grupo, si contiene el producto de dos cualesquiera transformaciones perten 
cientes a él y si junto a la transformación T contiene la transformación T=1 
inversa а ésta. El grupo compuesto por las potencias Т" y T-" de una trans- 
formación T se denomina cíclico. Si el grupo G se obtiene a partir de las trans- 
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formaciones Ту, Ту, ...‚ Tp construyendo todas las transformaciones inversas, 
todos los productos de las transformaciones dadas y todas las transformaciones 
inversas a los mismos, se dice que estas transformaciones generan el grupo G. 
Los puntos que se obtienen a partir de un punto fijo z mediante todas las tran: 
formaciones del grupo G se denominan equivalentes o congruentes respeto al 
grupo б. 

Se llama recinto fundamental del grupo G a todo recinto (conexo о по co- 
nexo) que no contiene ningún par de puntos equivalentes uno al otro respecto 
al guo dado y tal que una vecindad de todo punto frontera contiene puntos 
equivalentes a los puntos del recinto. 


259. Sean T; transformaciones lineales: 


To Ау |а вао (5=1, 2, 


Demuestre las siguientes proposiciones: 
1) T=T,T, es una transformación lineal con determinante 
A=AjA,. 
2) 'El' producto de las transformaciones es asociativo, es deci 
(T,T)T,=T (TT). 
3) Para toda transformación T, existe la inversa Тг", es decir, 
TIP =T Tal, 
donde J(2)=2 es la transformación idéntica. 
4) El producto de transformaciones no es, en general, conmu- 
tativo (dé ejemplos), 
260. Demuestre que las transtormaciones 


T,=2, Т, 


forman un grupo (el grupo de razones anarmónicas). 

261. Demuestre que es grupo cíclico el conjunto de transforma- 
ciones lineales consistentes en la rotación del plano alrededor del 
origen de coordenadas en ángulos múltiplos de æ. ¿En qué caso 
este grupo estará compuesto por un número finito de transforma- 
ciones? 

262. 1) Demuestre que el conjunto de transformaciones de la 

az 

forma w aya: 
ad—bc— 1, es un grupo (este grupo se denomina modular). 

2) Demuestre que, si a, b, с y d son números enteros comple- 
jos (es decir, números de forma m-+ni, donde m y n son números 
reales enteros) que satisfacen la condición ad—bc=1, el conjunto 
de transformaciones del punto 1) también constituye” un grupo (el 
grupo Picard). 

263. Halle los recintos fundamentales de los grupos generados 
por las transformaciones: 

1) Т(г)= ей": (п es un número natural); 2) T,(2)=e=/12, 


+33) T()=240:4) T,(2) 240,7, (2) =— 5) T,(2)= 


donde а, b, с y d son números reales enteros y 


39 


=2+0, T, (2) =2+ 0, (Im +0) (grupo doblemente periódico); 
6) Т, (2) Т,()=2+ә, Т,(2) = — 2; 7) Т, j 
iz +0, Т, (2) =ei/22; 9) T, (2)= 

264. Halle Jos grupos de transformaciones lineales que corres- 
ponden en la proyección estereográfica a la rotación de la esfera 

1) alrededor del diámetro vertical; 

2) alrededor del diámetro paralelo al eje real; 

3) alrededor del diámetro paralelo al eje imaginario; 

4) alrededor de aquel diámetro para el que el punto a es la 
proyección estereográfica de uno de sus extremos. 

Sugerencia. Si z, y ту son las imágenes de puntos de la esfera diametral- 
mente opuestos, se tiene 2,2,=—1 (véase el problema 49). 


265. 1) Demuestre que el grupo de transformaciones lineales, 
que corresponden a la rotación de la esfera y que transforman los 
puntos con las proyecciones estereográficas а у b ипо en otro, se 
define mediante la` relación 
Dl ale 
Lp be Paz ` 


2) Demuestre que la diferencial ds=¡LÉÉL, es invariante res- 
pecto a las transformaciones de este grupo y representa la longitud 
esférica del elemento de arco dz (es decir, la longitud de la ima- 
gen de este elemento en la esfera). 


TRANSFORMACIONES LINEALES Y LA GEOMETRIA 
DE LOBACHEVSK! 


Cuando la кин de Lobachevski se interpreta en el círculo unidad 
[21<1, el papel de las rectas lo desempeñan los arcos de las circunferencias 
ortogonales a la circunferencia unidad pertenecientes a este circulo; el papel, del 
movimiento lo desempeñan las transformaciones lineales del circulo unidad en 
sí mismo y el papel de la distancia entre los puntos 2, y 2, lo desempeña la 
magnitud р (г, 2) 1-10 (а, B, za, 2), donde a y P son los puntos de inter- 
sección de la “recta” que pasa por los puntos z, y гу con la circunferencia uni- 
dad (el orden de los puntos es el siguiente: а, 2,, Z}, 6), mientras que (a, р, 
Za» 25) es la razón anarmónica de los puntos señalados. Los ángulos se miden 
Igialque en la geometria de Euclides (véase, por ejemplo, П, cap. П, $4, 
m8). 


266. Demuestre que р (2,, 2) >0, siz, +2, y que p (z, 2)=0. 
267. Demuestre que р (2, 2,) <р (г,, 2.) +P (22, 2s) y que el 
signo de igualdad debe tomarse si, y sólo si, el punto г, se encuen- 
tra en el “segmento” que une los puntos 2, y гу. 
268. Demuestre que, si uno de los puntos z, o z, tiende hacia 
un punto de la circunferencia unidad (o ambos tienden hacia dife- 
rentes puntos de la circunferencia unidad), la longitud no eucli- 


diana р(д,, 25) tiende hacia el infinito (es decir, los puntos de la 
circunferencia unidad corresponden a los puntos del infinito del 
plano no euclidiano). 


269. Demuestre que la diferencial а= loz 1< 1) es inva- 


riante respecto al grupo de transformaciones lineales que transfor- 
man el círculo |г|< 1 en sí mismo y representa la longitud no 
euclidiana del elemento de arco dz. 


Sugerencia. Obtenga la forma general de la transformación del círculo 
ji <i en sf mismo que transforma el punto a en el punto b (Ja] < I, 


blei. 
270. Indique métodos de construcción de las siguientes curvas: 
1) del haz de “rectas” que pasan рог el punto 2, 
2) de la “recta” que pasa por los puntos 2, y г, 
3) de la equidistante de una “recta” (es decir, del lugar geo- 
métrico de los puntos “equidistantes” de la “recta” dada); 
4) de las curvas límite (es decir, de las curvas ortogonales a un 
haz de “rectas paralelas”). 
271. 1) Demuestre que para un triángulo “rectilineo” de ángu- 
los Pı, Ф, Y q, es válida la desigualdad 


Ф +9 9, л. 


2) Demuestre que, salvo ип “movimiento”, un triángulo “recti- 
líneo” se define mediante sus ángulos @,, Ф, у Ф,. Construya el 
triángulo “rectilíneo” a partir de sus ángulos. 


$ 3. FUNCIONES RACIONALES Y ALGEBRAICAS 


La transformación, general de un circulo ә de un semiplano en un recinto 
simplemente conexo del w—plano es de la forma w=q [i (2)), donde p (2) es 
una transformación particular y 1 es una transformación homográfica cualquiera 
del círculo o del semiplano en sí mismo (la transformación inversa es de la 
forma z=1 [y р. Es necesario tener en cuenta esta observación siempre que se 
busque una transformación normada, es decir, una transformación que verifique 
determinadas condiciones complementarias. Si no se señalan las condiciones de 
normalización, en la respuesta se indica, generalmente, una de las funciones 
transformadoras. 

Un papel importante en la construcción práci 
conformes, lo desempeñan ciertos principios generales, (véase, por ejemplo, 
11, cap. УШ. $ 7 n° 1 y cap. У, $ 3, n° 6] o [2, cap. П, $§ 1 y 3). 

Principio de simetria de Riemann-Schwarz 

Sea D, un recinto, cuya frontera contiene un arco C de una circunferencia 
(en particular, un segmento rectilíneo), y sea ю=/ (2) una función que realiza 
la transformación conforme de este recinto en un recinto Dj de manera que el 
arco C se transforma de nuevo en un arco de una circunferencia o en un seg- 
mento rectilíneo C*. Entonces, la función fa (2), que en los puntos simétricos 
respecto а С toma valores simétricos а los valores de f, (2) respecto а Се, 


de las transformaciones 


1 Si C y C* son segmentos de los ejes reales (esto siempre se puede lograr 
realizando transformaciones homográficas complementarias), se tiene /(г) = ЉС. 
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será analítica en ei recinto D, simétrico al recinto D, respecto а С у lo trans- 
formará en un recinto D; simétrico a Dj respecto а С. 
La función 


ho en р, 
ш= A= falz) en С, 
\ле en Dy 


realiza la transformación conforme del recinto D,+C+D, en el recinto 
Di+C* +D; ™. 
Principio de correspondencia de fronteras 


Sean D y D* dos recintos simplemente conexos y sean C y C* sus fronte- 
ras, con la particularidad de que el recinto D* pertenece integramente a una 
parte finita del plano. Si la función w=/(2) es analítica en D y continua en 
D y realiza una transformación biunivoca de C en C* conservando el sentido 
del gecorrido, realiza una transformación biunivoca y conforme del recinto D 
en D*. 

Al resolver los problemas de este parágrafo, asi como del siguiente, se re- 
comienda, en los casos en que la transformación se realiza mediante una rama 
de una función multiforme, vigilar Ja correspondencia de los puntos de las fron- 
teras del recinto que se transforma y de su imagen (esto зе rellere especialmente 
a los problemas de transformación de recintos con cortes). 

272. Mediante la función w-=2* y su inversa halle la transfor- 
mación conforme de los siguientes recintos: 

1) del interior de la rama derecha de la hipérbola equilateral 
ха — 03 = а? en el semiplano superior; 

2) del exterior de la parábola y*=2px, р 0 (es decir, del 
recinto limitado por esta parábola que no contiene su foco) en el 
semiplano superior. 

Observación. Acerca de la transformación de recintos limitados por curvas 
de segundo grado, véanse también los problemas 302, 303, 330—332 y 367. 

273. Empleando las funciones del problema anterior, transforme 

1) el interior de la circunferencia r =acos« (а > 0) en el inte- 
rior de la cardioide p=- (1-+cos0); 

2) el interior de la misma circunferencia en el interior de la 
rama derecha de la lemniscata p= cos 20; 

3) en el círculo |2] < 1 en el interior de la cardioide p = 
= A(14c050), A>0, de manera que sea w(0)=A/8 y w' (0) >0. 

274. Halle el recinto en el que la función ш А (z+ mz), 
R>0, 0<m<1/2 transforma el círculo 12| < 1. Halle las imá- 
genes de la red polar del 2—plano. 

275. Halle el recinto еп el que la función w= 2 4- 2? transforma 
el semicírculo |z| < 1, Rez > 0. 

= Р ЖЕ 
276. 1) Halle el recinto en el que la función w=- R (2+2) è 


кед, n es un número entero, n> 1, transíorma el circulo 
zÍ<1. 


D La transformación será biunivoca, siempre que los recintos Юу y Da, asi 
como 0; y Р; no se intersequen. 
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2) Halle el recinto en el que la función w= R (2435), Ё>0, 


п un es número entero, л > 1, transforma el exterior del círculo uni- 
dad [2|> 1. 
Observación. Acerca de las transformaciones que realiza la función 


1 
e=r(=+1) 
(función de Zhukovski) véanse el problema 298 y los siguientes. 


277. 1) Analice para qué valores de т la función w=R (2-4 m2"), 
donde п es un número natural, realiza una transformación confor- 
me del círculo |2] < 1 en un determinado recinto y halle este re- 
cinto. 

2) Analice estas mismas cuestiones para la transformación del 


exterior del círculo |z| < 1 mediante la función w=R (2-75) y 


del interior del mismo círculo mediante la función w=R (т +тг") A 


TRANSFORMACIONES DE LUNULAS CIRCULARES 
Y DE RECINTOS CON CORTES 


278. 1) Transforme el ángulo 0< argz < ла (0 < а 2) en el 
semiplano superior. 


2) Transforme el ángulo — < агаг < $ en el ы Ды superior 


de manera que w(1—i)=2, w(i)=—1, ш(0)- 

279. Halle la función w(z) que ае el semicírculo 
|z| <1, Imz > 0 en el semiplano supcrior y que verifica las con- 
diciones: 


1) w(—1)=0, эб), w(1)= оо; 
2) шж) =:=1, w (0) = оо; 


3) бе +) = 15 агаш’ (т )=—#- 


280. Halle la función ш (г) que transforma el semicírculo |z] < 1, 
Imz > 0 en el circulo |w| <1 y que verifica Jas condiciones: 

1) w(+1)=+1, w(0)=—i 2) w(7)=0 эг ш” (5)= +. 

281. Halle la función w(z) que transforma el recinto |2|> 1, 
Imz > 0 en el semiplano superior. 

282. Тгапѕіогте en el semiplano superior: 

1) el sector |2] < А, 0 <argz< na (0<a<2); 

2) el recinto |z| > А, 0 < агаг < na (0<a<2). 

283. Transforme еп el semiplano superior las siguientes lúnulas 
circulares (biángulos): 

1) [21 <1, zi st i: <1,з—|>ь 

3) |212 1, [2—i >1, ]2-¿58 

5) [|> 2, У E EN 


284. Transforme en el semiplano superior el exterior del semi- 
circulo unidad superior. 

En los problemas 285—296 transforme los recintos indicados en 
el semiplano superior. А 

285. El plano con un corte а lo Jargo del segmento [—1, 1]. 

286. El plano соп un corte а lo largo del segmento [—i, i]. 

287. El plano con un corte a lo largo del segmento [г,, 24). 

288. El plano con cortes а lo largo de 105 rayos (—оо, —R] 
y [R, о) (R >0). 

289. El plano con un corte a lo largo del rayo perteneciente 
al primer cuadrante que parte del punto í y es paralelo а la rec- 

y=x. 

290. El plano con un corte а lo largo del arco circular que une 
los puntos —1 y 1 y que pasa por el punto ih, donde 0 < h< 1. 

291. El semiplano Imz>0 соп un corte a lo largo del seg- 
mento [0, її], h>0. 

292. El semiplano Imz > 0 con un corte que va desde іл hasta 
el оо a lo largo del semieje imaginario positivo (В > 0). 

293. El semiplano Imz>0 con un corte a lo largo del arco 
de la circunferencia |2|=1 que va desde el punto 2=1 al punto 
2= е1, donde 0< a< я. 

294. El ángulo 0 < argz < z < aß, donde 0< В < 2, con un 
corte a lo largo del arco de la circunferencia 1 que va desde 
el punto z=1 al punto г=ё°, donde 0<@< 

285. El exterior del semicírculo unidad superior con un corte a 
lo largo del segmento (0, —i] (el exterior de una “pala”). 


jor Skgerencia. Mediante una transformación lineal se reduce al problema ante- 
пог. 


b 296. 1) El circulo |z|<1 con un corte а lo largo del radio 


`2) El exterior del círculo unidad con un corte a lo largo del rayo 


соп un corte a lo largo del rayo (—co, —- | sujeta” a las condi- 


‚ оо). 
297. Halle la transformación del círculo 8). 1 en el w-—plano 
4 


ciones ш (0) =0 y w (0) > 0. 


PUNCIÓN DE ZHUKOVSKI 
298, Halle la transformación de la red polar |2|=R, argz=a 
mediante la función de Zhukovski w=; (2+4). 


299. Halle el recinto en el que la función de Zhukovski trans- 
forma: 


“ 


1) el circulo [г] < R < 1;9) е1 recinto |z| > R > l; 3) el circu; 
lo |z|< 1; 4) el recinto |z| > 1; 5) el semiplano Imz > 0; 6) el 
semiplano Imz < 0; 7) el semicírculo |z| < 1, Imz > 0; 8) el se- 
micírculo |z| < 1, imz < 0; 9) el recinto |z| >1, Imz > 0; 10) el 
recinto 1 < [г[< В, Imz > 0; П) el recinto R < |z| < 1; Imz > 0; 


12) el recinto ¿ < [21 А, Imz>0, Rez>0; 13) el ángulo 
Fa <agz<z+a(0<a<3 Я 
300. Halle la transformación de la red polar mediante las fun- 


2—+ 52) w=; (242) (a>0; 
245), с=|дет (0<y<m. 


301. Empleando la función de Zhukovski, transforme: 
1) el exterior del segmento [—c, с] (c > 0) en el exterior del 
circulo unidad de manera que ш(оо) = оо y arg w'(00) a; 


2) el exterior de la elipse +%=1 en el exterior del círculo 
unidad de manera que ш (оо) = оо y arg w(00)=0. 


К 302. Transforme el semiplano superior sín la semielipse 
A+ <1, y>0 en el semiplano superior. 


303. Transforme e recinto, biconexo comprendido entre las elip- 
y 


ses confocales 25-3 = 1, ata! (a >b) en un anillo 
circular concéntrico de centro en el origen de las coordenadas y 
halle el módulo (véase la pág. 37) del recinto biconexo dado. 

304. Halle el recinto en el que la función de Zhukovski trans- 
forma el círculo |z|< 1 con un corte a lo largo del segmento 
(a, Ш El<a<1. Analice los casos en que a>0 y en que 
a 


En los problemas 305—309 transforme los recintos señalados en 
el semiplano superior. 
А 3%. El círculo |2|<1 con un corte a lo largo del segmento 

12, 

306. El círculo |2] < 1 con cortes a lo largo del radio [—1, 0] 
y del segmento [а, 1) (0<a< 1). 

307. El exterior del círculo unidad con cortes a lo largo del 
segmento [—a, —1] y del rayo [1, оо), donde а> 1. 

308. La mitad superior del círculo |z|< 1 con un corte a lo 
largo del segmento [0, œi) (0< = < 1). 

309. La mitad supe del círculo |z|< 1 con un corte a lo 
largo del segmento [æi, i] (0<a< 1). 

310. Transforme el círculo |z|< 1 sin el segmento [(1—A)x 
xe, e°] en el círculo unidad del plano w. 
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311. Transforme el circulo |г| < 1 соп un corte a lo largo del 
segmento (a, 1], 0<a< 1, en el círculo |ш|< 1 de manera que 
1w(0)=0 y w'(0)>0. Halle w"(0) y la longitud del arco corres- 
pondiente al corte, ¿Para qué valor de а el corte se transformará 
en una semicircunferencia? 


Sugerencia. Es conveniente translormar primero tanto el recinto dado como 
el circulo |w] < 1 en el exterior del segmento, 


312. Transforme el círculo |z] < 1 con cortes a lo largo de los 
segmentos (a, 1} y [—1, —5] (0<a < 1, 0<b< 1) en el circulo 
pal 1 de manera que w(0)=0 y ш? (0) >0. Determine w’ (0) y 
las longitudes de los arcos correspondientes a los cortes. 

313. Representando la función de Zhukovski en la forma 


== (5) 
halle: 


1) la imagen de la circunferencia C, que pasa por los puntos 
2=-+1 formando el ángulo a(—n < а < a) con el eje real en el 
punto 1, y el recinto en el que se transforma el exterior de esta 
circunferencia; 

2) la imagen de la circunferencia С”, que pasa por el punto 
z=1 formando el ángulo a con el eje real y que contiene en su 
interior el punto —1, así сото el recinto en el que se transforma 
el exterior de esta circunferencia. 

314. Halle las imágenes de las circunferencias y de los recintos 
del 2—plano, de los que se habla en el problema 313, si la fun- 
ción transformadora w(2) viene dada por la ecuación 

Е үх 
МЕ (5) (0.62, ш> 0 para г> 1). 

2) ¿Cuál es en esta transformación la imagen del interior de la 

circunferencia C? 


315, Transforme el exterior del círculo unidad |=|> 1 en el 


w—plano con un corte a lo largo del arco агат =В(0 <161<а) 
de manera que ш (оо) = оо у argw' (%0) =a. 

En los problemas 316—319 halle los recintos en los que, median- 
te las funciones indicadas, se transforman los recintos dados. 


316. El círculo [21<1; w= z 


AFi: 


317. El semicírculo [z| < 1, Imz > 0; 


ГЕЛ 


318, El ángulo 0< argz < Ž 


х х Sia 
319. El sector — $ <arga <$, |z| < 1; w= a 


@(г) >0 para z> 0). 


Sugerencia. Represente la función transformadora en la forma 


Е FOIT. 


APLICACIÓN DEL PRINCIPIO DE SIMETRIA 


320. 1) Empleando la solución del problema 319 y el principio 
de simetría halle la imagen del círculo unidad en la transforma- 
z 
Gafi" 
2) Halle la función que transforma el interior (y el exterior) 
del circulo unidad en el exterior de Ja “estrella” 


[w|<1, агаш =2лё&/п (k=0, 1, 2, 


321. Transíorme en el exterior del círculo unidad: 

1) todo el plano con cortes a lo largo de los segmentos [—1, 1] 
yl il (el exterior de una cruz); 

2) todo el plano con cortes а lo largo de los rayos (— оо, —1], 
1. -+ 00), (—ico, —i] e li, +ioo). 

322. 1)* Empleando la función del problema 318 transforme el 
sector |2] < 1, 0 < агаг < (л es un número entero) en sí mismo 
de manera que los segmentos de los radios |z| <a, argz=0 
y [21<а, argz=x/n (0 < @ < 1) se transformen en los radios 
correspondientes. 

2) Transforme el exterior del círculo unidad con cortes a lo 
largo de los segmentos 1 < | 2] <a, argz=2kn/n (k=0, 1,2, ...,n—1) 
en el exterior del círculo unidad. 

323. Transforme en el semiplano superior y en el exterior del 
circulo unidad el exterior de la cruz formada por el segmento 
[—a, bj del eje real у por el segmento [—ci, ci] del eje imagina- 
rio (a>0, b>0, c70, а 4-0% 4-с? 40). 

Sugerencia. Halle la función que transforma el semiplano superior con un 
corte a lo largo del segmento [0, ci] en el semiplano superior y recurra al prin- 


cipio de simetría según el cual el exterior de la cruz se transforma en todo el 
plano con un corte a lo largo de un segmento del eje real. 


ción w= 


‚п—1). 


324. Transforme en el semiplano superior el plano con cortes 
a lo largo del rayo [—a, +00) (a>0) y a lo largo del segmento 
[— ci, ci) (с> 0). 


Sugerencia. Véase la sugerencia al problema 323. 


325. Transforme en el exterior del circulo unidad el plano con 
cortes a lo largo de la parte negativa del eje imaginario y a l0 
largo de la mitad inferior de la circunferencia unidad. 


Sugerencia. Mediante una transformación lineal se reduce al problema 321, 1). 
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326. Transforme en el semiplano superior el plano con cortes 
a lo largo del segmento [—ai, 0] (а> 1) y a lo largo de la mi- 
tad inferior de la circunferencia unidad (fig. 2). 

Sugerencia. Mediante una transformación lineal se reduce al problema 323. 


327. Transforme en, el semiplano superior el plano con cortes 

а lo largo del segmento [—1, b} (b>— 1) y a lo largo del arco 

Circular con extremos en los 

puntos ex que pasa por el 
punto 2=—1 (fig. 3). 

328. Transforme en el semi- 

plano superior el exterior del 

circulo unidad con cortes a lo 


eta 
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largo de los segmentos: (i, bi], (00 — 1, (1, а} у {—а, —1] 
(а> 1,621). 

Sugerencia. La función de Zhukovski {гапзїогта el recinto considerado en 
el recinto del problema 323. 

329*. Transforme en el exterior del círculo unidad el exterior 
de la “estrella” representada en la fig. 4. 


y 


hi Fi 
FIG. 4 


330*. Transforme en el semiplano superior el interior de la rama 
derecha de la hipérbola 

ДЕ. SS 

costa sea 


331. Transforme en el semiplano superior el exterior de la гата 


derecha de la hipérbola 2.9. — 20 =l- 


332, Transforme en el semiplano superior el recinto comprendido 
entre las ramas de la hipérbola 5—07 = 1. 


TRANSFORMACIONES MULTIVALENTES ELEMENTALES 
En los problemas 333 y 334 se consideran transformaciones que 
llevan a recintos mmultivalentes (superficies de Riemann) ”. 
333. Halle los recintos que se obtienen al transformar mediante 
la función w=2* 
1) la parte del anillo z, <|z|<r,,0<argz<a4a(0<a<m); 
2) el recinto |22 —1| < а (0 <a < оо). 
334. Halle los recintos que se obtienen al transformar mediante 
la función de Zhukovski w=3 (243) 
le z сеце 121< (А> 1); 
Es conveniente considerar primero las transformaciones del circu- 
lo isi EEY del ano YE |z| < А (véase el problema 299). 


2) el circulo || < R (0 < R < оо). 


Construya las superficies de Riemann de las funciones dadas en 
los problemas 335—337. 


335. 1) w= 
336.1) w= И); 2) w= yË 


+ 337. ў 


$ 4. FUNCIONES TRASCENDENTES ELEMENTALES 
FUNCIONES TRASCENDENTES FUNDAMENTALES 


338. Explique en qué transforma la función w=e* 
1) la red rectangular x=C, у= С; 

2) las rectas y= kx +b; 

3) la franja a <y <B (0<a<p<2a); 

4) la franja comprendida entre las rectas y=x e у= х-л; 
5) la semifranja х < 0, 0545232; 

6) la semifranja x>0, 0О<у< а < 2л. 

7) el rectángulo a<x<P y<y<ób (6— ү< 2л). 


se dan solamente algunos problemas elementales de este tipo. El $2 
del ам» Vall está dedicado especialmente a las superficies de Riemann. 
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4 Зак, 1032 


339. ¿Cuál el la prelmagen del semiplano superior еп la trans- 
formación w=(1 +2) (л es un número natural)? ¿Cuál es la 
preimagen límite del semiplano superior para n--» о? 

340. Explique en qué transforma a función w= Inz 

1) la red polar |2|=R, argz=®; 

2) las espirales logaritmicas r= Ае (А > 0); 

3) el ángulo 0 < атг < a < 2л; 

4) el sector |z] < 1, OZ argz < a < 2n; 

5) el anillo r, < |z| < г, con un corte а lo largo del segmento [гу]. 

La parte real y la parte imaginaria de la función 


z 
z 


б={+=ш® 


se denominan coordenadas bipolares del punto 2=x-+ iy respecto а los polos 
+a (a > 0). 


341. 1) Demuestre que la función w transforma univalentemente 
todo el 2— plano соп cortes a lo largo de (~oo, —a) y [а, co) 
en la franja —a<n<a del plano w, соп la particularidad de 
que а las orillas superiores de los cortes corresponde la recta n= n, 
mientras que а las inferiores, la recta n= —л (fig. 5). 


азһ& asenn 
созт DENCIA 


27 'h &— cos y 
pag E] chg F tos n * 

3) Demuestre que las preimágenes de los segmentos $= &,, 
—л< y< л son las circunferencias de Apolonio 


(x— acth) + y= (ж) 


respecto a los puntos +a (la preimagen del segmento E=0, 
—1<n<n es el eje de ordenadas) (fig. б). 
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4) Demuestra que las preimágenes de las curvas n=, son los 
arcos de las circunferencias 


юно наев (шо) 
que pasan рог los puntos +a у que pertenecen al semiplano supe- 
rior, si т >0, y al semiplano interior, si т, < 0. A la linea n=0 
corresponde el segmento [—a, a]. Los arcos, correspondientes a los 


FIG. 6 


valores n= у n= — a (з, > ©), complementan el uno al otro 
formando una circunferencia completa (fig. 7). 


5) Halle las magnitudes de los segmentos b (véase la fig. 6) 
y 1 (véase la fig. 7). 


FIG. 7 


Observación. La red de coordenadas construida de esta forma en el 2—plano 
se denomina red bipolar. 


342. Explique en qué transforma la función w=cosz 
1) la red rectangular x=C, у= С; 
2) la semifranja 0< хл, y < 


3) la semifranja 0< x< 2, y>0; 
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4) la semifranja —2<х< 5, у>0; 

5) la franja 0< x< m, 

6) el rectángulo 0< x< л, —h < y <h (h>0). 

343. Explique en qué transforma la función ш = arcsen 2 

1) el semiplano superior; 

2) el plano con cortes а lo largo de los rayos (—оо, —1] 
y [1, со) del eje real; 

3) el primer cuadrante; 

4) el ѕетіріапо х< 0 con un corte a lo largo del rayo 
(~, —1] del eje real. 

344, Explique en qué transiorma la función w=ch2 

1) la red rectangular x=C, y=C; 

2) la franja 0< y < 

3) la semifranja x>0, 0<y<m. 

345. Explique en qué transforma la función w= Arsh z; 

1) el plano con cortes a lo largo de los rayos 1<y< оо 
y —œ <y<-—1 del eje imaginario; 

2) el primer cuadrante. 

346. Explique en qué transforma la función w==tg2 

1) la red rectangular x=C, y=C; 

2) la semifranja 0 < x < л, у> 0; 

3) la franja 0< x <a 


4) la franja 0< x< 5; 


В л x 
5) la franja E ы 


347. Explique en qué transforma la función w=cthz 
1) la franja 0 < y < л; 2) la semifranja 0 < y < 7, x>0. 


TRANSPORMACIONES REDUCIBLES A TRANSFORMACIONES 
DE FRANJAS Y DE SEMIFRANJAS 
Transforme en el semiplano superior los recintos indicados еп 
los problemas 348—353. 
348. La franja comprendida entre las rectas y=x e y=x-+h. 
349. La semifranja x< 1, 0<y<h. 
350. La lúnula circular comprendida entre las circunferencias 
[2[=2 y |z—1|=1. 
351. El recinto comprendido entre las circunferencias |2|]=2 
y |z—3|=1 (el plano con círculos excluidos). 
352. El recinto definido por las desigualdades: 


\г—11>1, |[2+1|>1, Im2 >0. 
(el semiplano superior con semicírculos excluidos). 
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353. El recinto comprendido entre las parábolas confocales 
Y=4(x+1) e yr =8(:+2). 
Sugerencia. Véase el problema 272, 2). 


354. Halle la función (г) que transforma el recinto compren- 
dido entre la circunferencia 16 y la recta Imz=1 (el semi- 
plano Imz < 1 con el círculo excluido): 

1) en el círculo |] < 1 соп la normalización w(—3i)=0 y 
агаш” (—30= +: 

2) еп el círculo |w|< 1 con la normalización w3) 186 
у агаш’ (—3i) =3 ; 

3) en el semiplano superior con la normalización w(—31)=1+1 
y argu' (31) =n. 


APLICACIÓN DEL PRINCIPIO DE SIMETRIA 


355, Transforme en el semiplano superior: 

1) la franja 0<x<1 con un corte a lo largo del rayo 
x=3, h<y<oo; 

2) la franja 0<x<1 con cortes a lo largo de los rayos 
x=, Ьу < оо y х=, —o<y<h(h,<h). 


Sugerencia, Transforme primero la franja 0 < х <- en el semiplano supe- 


rior. La función transformadora, de acuerdo con el principio de simetría, trans- 
formará el recinto dado en todo el plano con un corte determinado. 


Еп los problemas 356—366 transforme en el semiplano superior 
los recintos indicados. 

356. La tranja 0<x<1 соп un corte а lo largo del segmento 
0<x<h, y=0(h< 1). 

357. La franja 0<x<1 con cortes а lo largo de los segmen- 
tos 0<x<h, y=0 y IA <x<1, y=0 (h +h, < 1). 

358. La semifranja 0<x<mx, y>0 con un corte a lo largo 
del segmento х=, 0<y<h. 

359. La semifranja 0<x<x, y >0 con un corte а lo largo 
del rayo х= 1, h<y< œ (h> 0). 

360. La semifranja 0 <х< л, y>0 con cortes a lo largo del 
segmento х=, Оу <А, y a lo largo del rayo x=3,h,<y< 


< oo (h, > №). 
361. El recinto comprendido entre las circunferencias |z— 1| 
y Iz+1|=1 con un corte a lo largo del rayo 2<x< œ, y=0. 


362. El recinto comprendido entre las circunferencias |г—1|=1 
y |z—2|=2 con un corte a lo largo del segmento y=0, 2<x< 
<a(a< 4). 

363. El recinto comprendido entre las circunferencias |2—1|=1 
y |2—2]=2 con cortes а lo largo de los segmentos y=0, 2<x<u 
ey=0, b<x<4 (a < Б). 

364. El recinto comprendido entre el eje imaginario y la cir- 
cunferencía |г2—1[:=1 con cortes a lo largo del segmento y=0, 
2<x<a y a lo largo del rayo y=0, b< x < оо (a < b). 

385. El recinto comprendido entre las circunferencias |2—1]=1 
y |z+1|=1 ccn un corte a lo largo del segmento x=0, —а< 
<y<B(a>0, 620). 

366. El recinto |г—1];>1, [2+ 10121, Im 2>0 (el semi- 
plano superior con semicírculos excluidos) con un corte a lo largo 
del segmento x=0, O< y SA. 

367. Transforme el interior de la parábola 4? – 402 (0-02) en 
el semiplano superior y en el círculo unidad. 

Sugerencia. Haga un corte a lo largo del eje de simetria de la parábola, 
transforme (mediante la función V 2) la mitad superior de la parábola en una 
semilranja, después en un semiplano y recurra al principio de simetria. 

368*. Transforme en el semiplano superior el semiplano superior 
con cortes a lo largo de los segmentos (<y<a, х=-- 


кт 
=0, +1, +2, +...) (fig. 8). 


369. Transforme el plano con cortes paralelos —a<x<a, 
y=F+kn(k=0, +1, +2, ...) en el plano con cortes a lo largo 
de los segmentos [£a—b, ёл +5] (к=о, +1, +2... 0<b< 
del eje real. 


Sugerencia. Haga un corte complementario a lo largo del eje imaginario, 
transforme uno de los recintos obtenidos en el semiplano superior y recurra al 
principio de simetría. 
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370. Тгапѕіогте en el exterior del círculo unidad el plano con 
cortes a lo largo de los rayos (o, -3] y [5. +0) y alo 


largo de los segmentos —a<y<a, х= +kn(k=0, +1, +2, ...) 
(tig. 9). 


HH HH 


FIG. 9 


Sugerencia. La función que resuelve el problema 368 transforma el recinto 
dado en el plano con cortes a lo largo de los rayos > ис 


1 
+ . 
== 


371. Transforme en el semiplano superior el plano ссп cortes 
a lo largo de los rayos (—оо, р] y [4, +00) (-5<р<0<%) 


ерон E 
arcsen ст 


dd +HH 


FIG. 10 


y а lo largo de los segmentos —a <y Sa, x= 5 +kn(k=0, +1, 
+2, ...) (fig. 10). 

372*. Transforme en el semiplano superior el plano con cortes 
a lo largo de los rayos 0< y < со, x=Ħ (4=0, +1, +2, ...). 
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TRANSFORMACIONES MULTIVALENTES ELEMENTALES 


En los problemas 373—376 las transformaciones conducen 
a recintos multivalentes (véase la llamada de la pág. 49). 

373. Halle los recintos en los que transforma la función w=e" 

1) el rectángulo 0 < x <a, 0< y < b; 

2) la semifranja 0< x <a, y > 0; 

3) la franja 0< x< a. 

374. Halle los recintos en los que transforma la función 
w=cosz 

1) la franja —л/2 < x < 5/2 

2) la franja 0< x < 27. 

375. Halle el recinto en el que la función w=tgz transforma 
la franja 0 < х < 2л. 

376. Construya la superficie de Riemann en la que la función 
w=e!/* transforma el z-plano. 


$ 5. FRONTERAS.DE UNIVALENCIA, CONVEXIDAD 
Y ESTELARIDAD 


14) una función analitica en el origen de coordenadas y sea 


Sea ш 
10) =0. 


377. Halle л,, г, y г, para la función ш= т; y construya las 
imágenes de los círculos |z] < r, |z|<r, y 2<fy 

378. Halle r, para cada una de las funciones siguientes: 

1) w=2+2, 2) w=2-442* (a es un número real); 

3) w=2/(1—2). 

379. Demuestre que рага la transformación w= (г) la curva- 
tura de la imagen de la circunferencia |2|=r se expresa mediante 


TE Re f (9/7709). 
2 


la fórmula k= MON 


380. Demuestre que una función analítica f(z) transforma la 
circunferencia |z|=r en una curva convexa si, y sólo si, 


ж ++ ат! (2)]=1+Re[773] >0 para todos los g (z= re'o). 
381. Demuestre que el círculo |2]< г se transforma mediante 
una función analítica f(z) (f(0)=0 en un recinto estelar respecto 
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al punto w=0 si, y sólo si, Z arg f (2)= Re [е] >0 para todos 
los p се) 8 


382, Demuestre que: 1) Si la funcion w=f(2) (f (0) = 0) trans- 
forma el círculo |2] < 1 еп un recinto estelar respecto al punto 


w=0, la función w= (00 dt transforma este mismo círculo en 
ё 


un recinto convexo. 

2) Si w= f(z) transforma el circulo |z| < 1 en un recinto con- 
vexo, la función ш, = г (z) realiza la transformación de este сіг- 
culo en un recinto estelar respecto al punto w=0. 

383. Halle r, para cada una de las funciones siguientes: 

1) w=24+2 

z-+az* (a es un número real); 

212). 

384. Halle л, у л, para la función w=e*—1. 

385. Halle r, para cada una de las funciones siguientes: 
242% 

z-}az? (a es un número real); 

z1—2). 

Sugerencia. En la solución del problema 385, 3) conviene partir directa- 
mente de la desigualdad бв аге /' (01220. 


CAPITULO IN 


INTEGRALES Y SERIES 
DE POTENCIAS 


En los problemas de este capítulo, así como en los capitulos siguiente 

siempre que no se diga lo contrario, el recorrido de contornos simples {ез deci 

que no se intersecan consigo mismos) cerrados se reatiza en la dirección po- 
n. 


$ 1. INTEGRACION DE FUNCIONES 
DE VARIABLE COMPLEJA 


386. Mediante la sumación directa demuestre las siguientes 


igualdades: 
г a 
1) {а wi 2) | zdz ~z). 


h A 
387. Sea C un contorno simple cerrado que limita el área S. 
Demuestre las siguientes’ igualdades: 


1) frae- 5; 2) fyd 5; 3) {ға =05. 


388. Calcule las integrales /, = {хаг е /,= Í y dz siguiendo los 
caminos siguientes: 

1) a lo largo del radio vector del punto z= 2+ i; 

2) a lo largo de la semicircunícrencia |2|— 1, 0< argz <a (el 
camino se inicia en el punto z= 1); 

3) а lo largo de la circunferencia |2—a|=R. 

389, Calcule la integral { |z| dz siguiendo los caminos siguientes: 

1) a lo largo del radio vector del punto 2=2—i; 

2) a lo largo de la semicircunferencia |z|=1, 0 агаг < x (el 
camino se inicia en el punto z= 1); 


3) a lo largo de la semicircunferencia |2|= 


< (el camino se inicia en el punto 2=—i); 
4) a lo largo de la circunferencia |2]=R. 
390. Calcule la integral (|21242, donde С es un centomo 
č 


cerrado compuesto рог la semicircunferencia superior |2|=1 y por 
el segmento —1 <x <l, y=0. 


391. Calcule la integral dz, donde C es la frontera del se- 
ё 
mianillo representado en la fig. 11. 


04 


FIG. 1 


392. Calcule” la integral { ay" dz (п es un nímero entero): 


1) a lo largo de la semicircunferencia |z—a | = R, 0 < arg (z—a)< 
<a (el camino se inicia en el punto 2 a + А); 

2) a lo largo de la circunferencia |z—a | -+ R; 

3) a lo largo del perímetro del cuadrado de centro en el punto a 
y de lados paralelos a los ejes de coordenadas. 
los problemas 393—396 la rama de la función multiforme que figura 
como integrando se determina especificando su valor en un punto del contorno 
de integración. Si el contorno es cerrado, en calidad del punto inicial del ca- 
mino de integración siempre se toma aquel punto en el que se da el valor del 
integrando (debe tenerse en cuenta que la magnitud de la integral puede de- 
pender de la selección de este punto inicial). 


393. Calcule la integral | 7: a lo largo de los contornos si- 
guientes: E 
1) a lo largo de la semicircunferencia | 2/ 
2) a lo largo de la semicircunferencia | 2 | 
3) a lo largo de la semicircunferencia |z 
4) a lo largo de la circunferencia | 2 |— 
5) a lo largo de la circunferencia |2|= 


020. Y 1 
.y>0,V1 
y<0 y 1 
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394. Calcule la integral { Ln 242, donde: 


1) С es la circunferencia unidad y Ln 1 
2) С es la circunferencia unidad y Ln i=7 
3) С es la circunferencia |2|=R y LnR=InR; 

4) С es la circunferencia |z|=R y Ln R=InR 4 2ni. 

395. Calcule la integral È 2"Lnzdz, donde п es un número 


Гаја 


епіего у 
1) Ln1=0; 2) Ln(—1)=ni. 
396. Calcule la integral È г" 42, donde © es un número com- 
plejo cualquiera y t=1. "7M 
397. Demuestre que È atdz=0 como quiera que escoja el 


„> 
valor inicial de la función 4%. 
398. ¿Para qué valores de a(0<a< 2л) existen las integrales: 


А i 
р h=fe Fda 2) 1,=f0 Paz 


(p es un número natural) tomadas a lo largo del radio vector del 
punto z= ele? 


399. Demuestre que рага |a| А se tiene 


0) а < 2R 
„За ala TS Тая aT 
400. Demuestre las siguientes proposiciones: 
1) Si f(z) es continua en una vecindad del origen de coordena- 
das, se tiene 
эл 


Jim гёр 2300) 


2) Si f(z) es continua en una vecindad del punto z=a, se 
ле 


lím 1942 — эл (a). 
Ое, 


401. Demuestre las siguientes proposiciones: 
1) Si K) es continua en la semifranja x >x,» 0<y<h y el 
límite lím f(x+iy)=A no depende de y y existe uniformemente 
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respecto a y, se tiene lím { поа, donde б, es el seg- 


mento 0 «2 y <A de la recta vértical recorrido desde abajo hacia arriba. 
2) Si f(2) es continua en el sector 0 < |2—а|< л, 0< 
<arg(—a) <a (0 < @ < 2л) y existe el límite 


lím (2—а) 0) = А 
se tiene А 
lim | f(2)dz=i4a, 
EA 


donde y, es el arco de la circunferencia |z—aļ| < г perteneciente 
al sector dado y recorrido en la dirección positiva. 

3) Si f(z) es continua en el recinto lts 0<argz< 
<a(0<a< 2n) y existe el límite lím 2f(2)=A, se tiene 


¿lim |, Hz) а= (Аа, 


donde Pz ез el arco de la esrcoñleracia [2|= 5 perteneciente al 
recinto dado y recorrido en la dirección positiva respecto al origen 
de coordenadas. 

402. Demuestre los teoremas siguientes: 

1) Si f(z) es continua en el recinto ең Im 2>a (а es 
un número real fijo) у en este recinto f (2) — 0 рага z—+00, se 
tiene para cualquier número positivo m 


lim { ете f(z) dz=0, 
Rae da 


donde Гу es el arco de la circunferencia |z|=R, perteneciente al 
recinto dado (lema de Jordan). 

Sugerencia. Al estimar el módulo de la integral a lo largo de la semicircun- 
ferencia, Izl=R, Imz>0 recurra а la desigualdad sen Ө = 20/л válida para 

@&@<л/2, y al realizar las estimaciones a lo largo de los arcos, pertenecientes 

al semiplano inferior (еп el caso en que a <0) recurra a que la longitud de 
cada uno de ellos tiende hacia |a| рага R — 00. 

2) Si f(z) es continua en el semiplano Rez =o (о es un número 
real fijo) y en este semiplano f (2) —>0 рага 2» оо, se tiene рага 
cualquier número negativo # 


¿Lim 8, ef (2)dz=0, 


donde Ге es el arco de la аы 121=А, Rez>o. Si 19) 
es continua еп el semiplano Кег << о, la proposición es válida si 
es йе y si Pz es el arco de la circunferencia |z |= R, аат 


reación. La demostración de ambos teoremas se puede ver, por ejemplo, 
en pila у, S бет 
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$ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY © 


403. Demuestre que, si el camino no pasa por el origen de 
coordenadas, se tiene 


DES =lnr + iq +2aik, 
ї 


donde k es un número entero que indica cuántas veces el circuito 
de integración rodea el origen de coordenadas (2 – ле"). 


404. Demuestre que, si el camino no pasa рог los puntos +i, 
se tiene 


y) 
К. л 
\ прат 
donde £ es un número entero. 


405. Demuestre que, si C es un contorno simple cerrado arbi- 
trario que no pasa por el punto a y n es un número entero, se tiene 


И 0, si лч — 
| (e—a) а =} 2ni, si п =—1 y а se encuentra dentro de С, 
è 0, si n=—1 y a se encuentra fuera de С. 


406. El teorema integral de Cauchy puede ser generalizado en 
la forma siguiente: si f(z) es continua en un recinto cerrado G 
acotado por un contorno simple rectificable С y es analítica en el 


interior de G, entonces б dz=0. Demuestre esto en el caso de 
č 


un contorno estelar ”. 


Sugerencia. Aceplando que С es estelar, respeto al origen de coordenadas, 
considere los contornos Су: = г (0 <A <1, 2EC) y realice el paso al límite 
para A- 1 (vase, por ejemplo, |1, cap. 11, $ 2, n° 9) o 12, cap. |, $ 4. n°12) 
407. Demuestre las proposiciones siguientes: 
1) Si f) es analítica en la franja O<y<h, lim f (x+ iy)=0 


y la integral і Fx) dx existe, entonces la integral ї f (x+ ih) dx 


también existe y ambas integrales coinciden. 
2) Si f(z) es analítica en el ángulo 0< argz <a (0 < a< 2л), 


lim z} (2) 


y la integral { f(x)dx existe, entonces la integral 
è 


17 Los problemas de cálculo de integrales, propuestos en este y el siguiente 
parágrafo, tienen en general, carácter ilustrativo. La mayoria de “problemas de 
este tipo aparece en el $ 4 del capitulo IV dedicado a la aplicación de la 
teoria de residuos. 

Un contorno se denomina estelar respecto a un punto, si todo rayo que 
parte de este punto interseca el contorno en un punto. 
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{Ро dz tomada a lo largo del rayo z=re", 0<7 < оо, también 
existe y ambas integrales coinciden. 
Sugerencia. Emplee los resultados del problema 401. 


408. Demuestre que fes cos2bxdr= VE e, 


Sugerencia. Integre la función f(z} =e- a lo largo de la frontera del 
rectángulo |x| < R, 0 <y <b y emplee la integral de Poisson { e=" dt =V T 


409. Demuestre las igualdades | P A P R ЭЕ. 
а è гү? 

(integrales de Егезпе!). 
Sugerencia. Integre la función [(2)=el** a lo largo de la frontera de 
sector 012] < А, O< argz <Š y emplee el resultado del problema 402, 


1) (tomando z*=¢). 


410. Demuestre que {®*®* dx= 3 (integral de Dirichlet). 
è 


ia 
Sugerencia. Integre la función } (г) = a lo largo de la frontera del recinto 
raálz|<R, 0< агг <a y emplee los resultados de los problemas 401 y 402. 


411. Demuestre que рага 0 < $ < 1 son válidas las igualdades: 


1) [Eaurta 2) a sen xdx =T (s) sen 7. 


Sugerencia. Integre la función / (z)=z5-'e-!2 a lo largo de la frontera del 
recinto r <| z| < R, = 9 <а2<0 y emplee los resultados de los problemas 
401, 2) y 402, 1) y la representación integral para la función Gamma: 

Pa) { atte dx. 
ё 


$ 3. FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY 


En todos los problemas de este parágrafo C es un contorno 
cerrado simple rectificable. 
412. Calcule la integral | ¿E 
E 


жез, 5 


1) el punto 3í se encuentra dentro del contorno С y el punto 
— 3 fuera de él; 
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2) el punto — 3i se encuentra dentro del contorno С y el punto 
3i fuera de él; 
3) los puntos -Е3 se encuentran dentro del contorno С. 


413. Calcule todos los valores posibles de la integral f 
para diferentes posiciones del contorno C. Se supone que el contorno 
С no pasa por ninguno de los puntos 0, 1, y —1. 

414. ¿Qué cantidad de diferentes valores puede tener la integral 
Furia» donde о, (2) = (2—21) (225) --. (2—2,) (2:962) y el con- 


torno С no pasa рог ninguno de los puntos 2? 


415. Calcule la integral sas 
12-а |= Р E 
416. Calcule la integral в) а. donde el contorno С соп- 


tiene en su interior el círculo |z| <a. 


417. Calcule la integral zf q» si el punto a se encuentra 


@— 


dentro del contorno С. 
Sugerencia. Recurra a las fórmulas para las derivadas de la integral de 
Cauchy. 
треш „, 
418. Calcule la integral frio si: 


1) el тю O se encuentra dentro у el punto 1 fuera del 
contorno C; 

2) el punto 1 se encuentra dentro y el punto O fuera del 
contorno С; 

3) los puntos 0 y 1 se encuentran ambos dentro del contorno С. 

419. La función f(z) es analítica en un recinto que contiene en 
su interior el origen de coordenadas y está acotado por un contorno 
simple cerrado C. Demuestre que conio quiera que se escoja la rama 
de Lnz 


кг}! @1лгш=[(щ—!@), 
donde z, es el punto de integración. 
Sugerencia. Integre por partes. 
420. Calcule la integral sf? їлЁ #12, si Lna=Ina рага 


a>0 y el contorno С es: 

1) la circunferencia 5 

2) la circunferencia |2—1[—1 y el punto inicial de integración 
es 2=1+ i. 
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421. De acuerdo соп el teorema de Liouville, la función f (2) 
analítica y acotada en todo el plano es una constante. Demuestre 


este teorema calculando la integral } 02002091 < В, |5|< В) 
"Ёл 


y estimándola para R — со. 
422. Sea f(z) analítica en un recinto cerrado acotado por un 
contorno С; sean 2,, 22, 2, diferentes puntos arbitrarios del 


interior de C y sea о, (: —2,)(2—2,) ... (2—2,). Demuestre 
que la integral 


Р(г) П До 9.09.0 д 


24 0 9.0) qn 


es un polinomio de grado (n—1) que coincide con f(z) en los 
puntos г, Za, » 2n (el polinomio Р (г) se denomina polinomio 
interpolador de Lagrange). 

423. Demuestre el siguiente teorema (fórmula de Cauchy para 
un recinto infinito). 

Sea C un contorno cerrado simple que acota un recinto finito D. 
Sea f(z) una función analítica en el exterior del recinto D y sea 
lím /(г) = A. En estas condiciones 


LO — Р) + A, si el punto z pertenece al exterior del 
блі} rd recinto D, 
j A, si el punto z pertenece al recinto D. 


El contorno C se recorre en el sentido positivo respecto al 
recinto D. 


Sugerexcia. Considere primero el caso A=0. 


424. Supongamos que la función f(z) y el contorno C verifican 
las condiciones del problema anterior. 
Demuestre que, si el origen de coordenadas pertenece al recinto D, 


se tiene 
1 10 а-{ 0, si гєр, 
вт ср TV (гг, si гЄр. 


$ 4. SERIES DE POTENCIAS 


DETERMINACIÓN DEL RADIO DE CONVERGENCIA 


En los problemas 425—436 determine los radios de convergencia 
de las series. 


4. DL. ав. DE. 427. Erro. ав. DL 
% Е) Е] 


5 Зак, 1032 65 


429. Eze. азо. an 481. Ser 4202. Da". 
433. 58+ їў]"г". 434. Ў, cosin-2". 435. сеем 


б^ а(а-+Е1)... «+л—1)В(8-+Е1)... @-+п—1) a 
8: 1+5 aan (ү+л—1) 


437. El radio de convergencia de la serie 


сг" es igual а 
R(0<R< оо), Determine los radios de convergencia de las series: 


0 лы D E) Nor 
Ga = azo 
y тыч 5) dar o Жа+гйы" 


438. Los radios de convergencia de las series PEEP у Šoe 


son iguales a r, y r, respectivamente. ¿Qué se puede decir respecto 
a los radios de convergencia de las series: 


1) ўе, + b,)2"; 2) ы эў е отр 
439. Sume рага |z|< 1 las siguientes series: 


y э У: 3 У pr: 
= == 


o ml” 
y erez. 


ла! 


COMPORTAMIENTO EN LA FRONTERA DEL CIRCULO 
DE CONVERGENCIA. 


Investigue en los problemas 440—446 el comportamiento de la 
serie de potencias en la frontera del círculo de convergencia. 


440. Es а. =. м2. У 


п? 
aml лт 


аз. Ў, ЄЎ, m. Ў = Z" (р es un número natural). 


ив. Ў, Ga 1. 446. NE 5. 
= 


SEGUNDO TEOREMA DE ABEL 


De acuerdo соп el segundo teorema de Abel, si la serie У) с„ converge, se 
=] 
tiene 


1 nC Y са (0<r< 1). 
m У) с, PEL r< l). 


ro 


447. Demuestre que el teorema inverso al segundo teorema de 
Abel no es justo, es decir, dé un ejemplo de una serie divergente 


Zo para la cual existe el límite Ит dor 
Р: БАР: 


448, Empleando el segundo teorema de Abel у los resultados 
del problema 439, demuestre las igualdades siguientes: 


1) E 587 |2503 (0<1p1<») 
2) У 9-1 (0<p<2m); 
$ У К @<|е|< n); 


4) Qe спрея (0<p<a); 


5) z iy 2 ln (2008$) (—л<Ф<л); 


9 yn 4 (—л<ф<л). 


rl 

449*. Demuestre que la serie 5) (— 10777 г" converge no abso- 
lutamente en todos los puntos de la frontera del círculo de con- 
vergencia. 


Sugerencia. Si z=1, divida la serie en grupos de sumandos del mismo signo 
y demuestre que estos grupos satisfacen las condiciones del criterio de, Leibniz 
para series alternadas. Si [2 |=1 y [217 1, recurra al teorema del problema 90 


tomando а„=(— ЦУ z", 6,0 ln. 


450. Demuestre que, si la sucesión {а,} de números reales posi- 
tivos tiende monótonamente hacia cero y el radio de convergencia 
de la serie Š а," es igual а 1, entonces esta serie converge en 


todo punto de la circunferencia |z|=1, salvo, posiblemente, el 
punto 2=1, 

Sugerencia. Recurra al criterio de convergencia de Dirichlet (véase el pro- 
blema 88). 
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|. Demuestre que, si la serie Ser converge en el punto 


t= pa de la circunferencia del círculo de convergencia, converge 
uniformemente en todo recinto cerrado G, que pertenece al círculo 
de convergencia, se encuentra en un ángulo entre dos cualesquiera 
cuerdas de la circunferencia |2|=R que parten del punto t y no 
contiene ningún punto de la circunferencia |z|=R, salvo el punto $. 


Observación. Esta afirmación es una forma más general del segundo teorema 
de Abel (véase, por ejemplo, (1, cap. II, $7, n° 31). 
$ 5. SERIE DE TAYLOR 
DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES DESTAYLOR 
En los problemas 452—466 desarrolle las funciones dadas en 
una serie de potencias $ с,г" y halle el radio de convergencia. 
452. chz. 453. shz, 454. sentz. 455. ch*z. 
456. (а -- 2)" (а" = ез1 в). 457. VZ (И). 


1 а 
458. 17110960). 459. aar 460. ту. 


461. пт. 462. Arctg z (Arctig 0=0). 
463. Arsh г (Агзһ 0 = 0). 464. In (2*—32 +2). 


: М 
465, {ее аг. 466. Je, 
è 


En los problemas 467—472 desarrolle las funciones dadas en 
una serie de potencias de (2—1) y halle el radio de convergencia. 


467. zig. 468. aiye: 46%. ET 

470. VZ (ит= =з). 471. inz. 472. зеп (02—29). 

En los problemas 473—477 halle los cinco primeros términos 
del desarrollo de las funciones dadas en serie de potencias дег. 

473. eenz, 474. Vcosz(Vcosz=1 рага 2=0). 

5 (1-2). =en, 476, e. 477. etln(1+2). 


478. 1) Desarrolle en una serie de potencias de z la función 
1а (1 + e*) (halle la relación recurrente entre los coeficientes de la serie). 


БЕ Sugerencia. Halle previamente el desarrollo para la derivada де la función 
lada. 


2) Demuestre que el único término del desarrollo que contiene 
una potencia impar de z será 2/2 
Sugerencia, Recuerra la identidad In (1 4+-e%)— In (1 +e-*)=z. 
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En los problemas 479—483 desarrolle en serie de potencias de z 
las funciones dadas, empleando para ello la multiplicación de series 
y la sustitución de una serie en una serie. 


479. [In(1—2)]?. 480. [Ln(1—2)]* (Ln 1=2m1). 
481. (Arctg)* (Arctg0=0). 


a 
482. ArctgzIn(1+2%) (Arctg0=0). 483. A= . 
484. Demuestre que, si el desarrollo de la función 1/соз2 es 


representado en la forma = у 22", los números Ej, 
=о 


(números de Euler) satisfacen las relaciones 
һ,=1, Е, (PE (21), 


485. Demuestre que, si el desarrollo de la función zit —1) en 


serie de potencias de z es representado en la forma E! Da, 


los números B, (números de Bernoulli) verifican las relaciones 


(ула) вна) 


486. Demuestre que todos los números de Bernoulli de índice 
impar, salvo B,, son iguales a cero. 


В,- 


Sugerencia. Recurra а la identidad 


487. Desarrolle en serie de potencias de z la función zctgz y 
halle el radio de convergencia de la serie obtenida. 


Sugerencia. Recurra a la igualdad zcetgz=iz+2iz/(e2—1) que se deduce 
de las fórmulas de Euler. 


488. Desarrolle las funciones dadas en serie de potencias de z 
y halle los radios de convergencia de Ж series obtenidas: 
1) 1022; 2) tgz; 3) Incosz; 4) E 


senz* 


489. Demuestre que los coeficientes c, del desarrollo 
У ст 


verifican la relación c,=c,-,-+C,-, (п > 2). Halle с. y el radio de 
convergencia de la serie. 


Observación. Los números с„ se Патап números de Fibonacci. 


A+ Br4 Ca 
490. En el desarrollo A = >, c,2"(2%0) halle co, 


€; Y Cy así como la relación recurrente entre. Car Саа, Cn-s У Ca-s 
(M>3). 


FUNCIONES GENERADORAS DE SISTEMAS DE POLINOMIOS 
Si en un círculo |£] < R tiene lugar el desarrollo 


FU D= Alt, 


la función F (t, г) se llama función qreradora para la sucesión (f,(2)). Con 
Irecuencia, algunas propiedades de la sucesión de funciones 1/7 ()}"se pueden 
demostrar basándose en las propiedades de su función generad 
491. Los polinomios de Bernoulli Ф, (г) se definen mediante el 
desarrollo 
4—1 _ 909) pn, 
ta - 209 т, 


Demuestre que poseen las siguientes propiedades: 
1) Pa (z+ 1) —Ф, (2) = nz": 
2) sí m es un número natural, se tiene 


142 4 (m1 


3) ato =2, (6) 8,2 donde B, son los números de Ber- 
noulli (véase а problema 185): 


492. La función Утта 
de Legendre P, (2) 


es generadora para los polinomios 


vana” A P, (8) t. 
Demuestre las relaciones: 
1) (n+ 1) Pası (2) — (2n + 1) 2P, (2) + nPn-: (г) = 0; 
2) Р, (2) = Para ()—22Р; (2) + Р (2); 
3) (n+ 1) Pr (2) = Р, (2) — Рас, (2). 
Sugerencia. Derive la función generadora respecto a / y а z respectivamente. 


493. Empleando la fórmula integral para los coeficientes de la 
serie de Taylor, desmuestre ae siendo — 1 <s < 1, se tiene 


Р„@ = ы} утв 


donde С es la circunferencia de radio R > 1 y de centro en el punto 
194. Demuestre que la función aa es generadora para los 
polinomios de Chébyshev 


T, (2) = нєт соз (п arccos 2). 


Empleando las fórmulas integrales para los coeficientes de la serie 
de Taylor, pruebe que 4T „+, (2) — 427, (г) +T-, (2) =0 para n>2. 

495. Los polinomios de Hermite—Chébyshev Н„(г) se definen 
mediante el desarrollo 


gue 


Demuestre las siguientes relaciones: 

1) Hass (2) —22Н, (2) +2аН,-, (2) =0 (n> 1); 

2) Н, (г) = 2аН,., (г) (n> 1); 

3) НА (2) — 22Н,(г) +2nH, (г) =0 (п >> 0); 

4) Н, (0) = (yet 

496. Los polinomios de Chébyshev — Laguerre se pueden definir 
mediante la igualdad 


Lose E" 


Halle la función generadora para la sucesión (L,(2)) y obtenga 
mediante ella la fórmula recurrente que realaciona 


La- (2), La (2) Y Lasi (2). 


Observación. En los problemas 492—496 se han considerado sólo algunas pro- 
piedades particulares de los sistemas de polinomios indicados. Acerca de otras 
propiedades importantes de los mismos, que desemi un papel considerable 
en la solución de diferentes problemas де Ia fisica malemática, véase, рог ejemplo, 
|В, cop. УП, $ 2] о R. Courant und D. Hilbert, Methoden der Mathematischen 

Пузік, уо. 1, cap. 11 y VII, Springer, Berlin, 1937. 


SOLUCIÓN DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

En los problemas 497—499 halle las resoluciones de las ecua- 
ciones diferenciales dadas que verifican las condiciones w(0)=0 y 
w'(0)=1. 

497. W—2w=32—21. 

498. (1—22) ш —22 +n(n+1)w=0. 

499. (1 —2*)u"—4aw' —2ш= 0. 
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500. Desarrolle en serie de tipo Y c,2" la función cos (т arcsen 2) 


mo 
prenomo buscando la ecuación diferencial para la cual esta 
función es una de las soluciones. 


501. La ecuación diferencial 
г@—г)®+[с—(а++5+ 1) 1] —atw=0 


se llama hipergeométrica. 

Halle la solución (г) de la ecuación hipergeométrica que es 
analítica en el punto 2=0 y verifique la condición ш (0) = І, su- 
poniendo que с no es igual пї a cero ni a un número entero negativo. 

502. Demuestre que la solución general de la ecuación hipergeo- 
métrica es de la forma (c no es igual a un número entero) 


w=C,F(a, b, с, 2) +C,- F (a4 l--c, b4+1—c, 2—c, 2), 
donde F(a, b, c, z) es la función definida en el problema anterior 
(la serie hipergeométrica). 

503*, Demuestre que, si с no es igual пі a сего ni a un número 
entero negativo, se tiene 


dF (а, Ы, с, г) ab 
р = Fla+l, b+1, с+1, 2). 


$ 6. ALGUNAS APLICACIONES DE LA FORMULA INTEGRAL 
DE CAUCHY Y DE SERIES DE POTENCIAS 


CEROS DE PUNCIONES:ANAL[TICAS 


504. Demuestre que el punto 2, es un cero de orden ё para la 
función analítica f (2) st, y sólo si, en una vecindad del punto 2, 
tiene lugar la igualdad f (2) = (2—2,)* Ф (2), donde la función Ф (2) 
es analítica en el punto 2, y Ф(2,) 70. 

505, Halle el orden del cero z=0 para las funciones: 

1) гї (e° — 1); 2) Gsenz*4-2* (2% —6); 3) esenz—etez, 

506. El punto 2, es un cero de orden k para la función f(2) 
y un сего de orden l para la función p(2). ¿Qué es el punto 2, 
Para las funciones siguientes: 


1) Рб) (2); 2) Fetel: 3) ©? 


En los problemas 507—521 halle el orden de todos los ceros de 
las funciones dadas. 


507. 21-9. 508. 19. 509. zsenz. 
510. (1—e*)(2*—4). 511. 1—созг. 
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512. Saenz, 513, LOSE, 514, erz, 


515. ѕеп? 2. 516. 2192. 517. senz’. 518. cos’ z. 


519. соѕ 2°. 520. (Y 2—2)*. 521. (1—V 2—2c0s2):. 


TEOREMA DE UNICIDAD 
522. ¿Puede existir un punto de acumulación para una sucesión 
de ceros (o, en general, de A-puntos) de una función que es diferente 
de una constante idéntica y que es analítica en toda la parte finita 
del plano? А 
523. ¿Existe una función analítica en el punto 2 =0 que en los 


puntos z=_(n=1, 2, ...) toma los valores: 
61,5% б, hoosi жа 
2900, 1,0, 4. 0, 1, ..., 0, д, 

1 1 1 1 1 1 1 зА 
IR E Y si 
al, 2,3,4, 5,6 n > 

A o с? 


524. ¿Existe una función analítica en el punto z=0 que veri- 
fica las condiciones (л es un número natural): 


525. La función sen т Posee una sucesión de ceros convergente 


hacia el punto z = 1 y, sin embargo, esta función es distinta de una 
constante. ¿No está esto en contradicción en el teorema de unicidad? 


EXPRESIÓN DE UNA FUNCIÓN ANALÍTICA 
EN TERMINOS DE SU PARTE REAL O IMAGINARIA 


526%. La función f (z) = и (x, y) + iv (x, y) es analítica en el punto 
в=җ-Еш y f (д) = с. Demuestre que 


24 Zo 2—12 
Ho = 2u (55%, 52). 
527. Demuestre que en las condiciones del problema anterior 
)+& 


En los problemas 528—531 halle la función analítica f (z)= 
=u (x, y) + iv (x, y) a partir de su parte real osu parte imaginaria dadas. 
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го-о (25%, * 


528. u(x, y)=w"*—y +2. 


529. u(x, y) =e" (xcosy— y sen y) — a 
530. v(x, y)=x+y—3. 531. v(x, y)=cosxshy—sh xsen y. 


DESIGUALDADES DE CAUCHY 


532. Sea 


el desarrollo de la 10000; F(2) en el círculo |2] < R. 


1) Demuestre que Ej |Ftretr) Pdp= E Га, Риа" (r < R). 
2) Demuestre que, siendo пвх, te= MO. los coeficientes с„ 
verifican las desigualdades (desigualdades de Cauchy) 


ы<®2 


(7 < А). 


3) Demuestre que, si al menos una de las desigualdades de 
Cauchy se convierte en una igualdad, es decir, |с, |= / (/)/г*, en- 
tonces la función f(z) es de la forma f (z) =cy2*. 


Sugerencia, Emplee la desigualdad 
PALS Prr IM (r) 


que se deduce del punto 1). 


533. Empleando las desigualdades de Cauchy demuestre el teo- 
гета de Liouville: si la función / (г) es analítica en todo el plano 
y acotada, esta función es una constante. 


Observación. Otro método de demostración del teorema de Liouville se da en 
el problema 421. 
534. Demuestre que la distancia del сего de la función f (2) == 


$ А ЕА Plea 
-=2 Caz” más próximo al punto z=0 es по menor de 3f- fz 


donde p es un número cualquiera que no sobrepasa el radio de con- 
vergencia de la serie y M=M (0) = тах (2). 


Sugerencia. Pruebe que la función f (2) no tiene ceros en el recinto en el 
MES < leal y estime |/ (2) —co | empleando las desigualdades de Cauchy 


7 


535. La función f (z) 2 с" es analítica para |2|< г. Demues- 


tre que la serie ф(г) = Уу 2 converge еп todo el plano y que 
Е] 


ia 

para su suma son válidas las estimaciones | ф (г)| < Me 7 y19™ (2)1< 
121 

<e" (М es una constante). 


TEOREMA DE AREAS PARA FUNCIONES 
UNIVALENTES 


536. Sea f(2)= рә сл" una función analítica еп el círculo 
|21< 1 que transforma este círculo univalentemente en un recinto G 


de área S. Demuestre que S=x ўме p. 


paSgerencia. Escriba la fórmula para el cálculo del área S en coordenadas 
polares. 

Observación. Si se omite la condición de univalencia,, cada parte aislada del 
recinto G debe contarse tantas veces cuantas veces la función / (2) toma en el 
circulo |г | < 1 los valores correspondientes. 


537. Demuestre que, si en las condiciones del problema anterior 
la función f(z) es analítica sólo en el círculo abierto |2]<1 y зі 
existe además el límite finito lim, S,=S, donde S, es el área de 


la imagen del círculo |z| <r < 1, entonces la serie $} nlc,|* con- 
verge y su suma es „igual a S/a. Demuestre también que, si 
lim S,=00, la serie Ca |? diverge. 

i S,=00 En P diverge 


538. 1) Empleando la solución del problema 536, demuestre 
que, si }/ (0) = 1 y la función f (2) transforma conforme y biunivoca- 
mente el circulo |z| < 1 en un recinto G, entonces el área del re- 
cinto G es no menor que el área del círculo que se transforma (pro- 
piedad extremal de una transformación en un círculo). 

2) Demuestre que entre todas las funciones f (2) analíticas en el 

an 


circulo |z] < А que verifican la condición | |HRe)dp=M, es la 


función lineal la que realiza la tyanstormación | del círculo en el 
recinto de menor área. Halle este área, si f (0) 
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PRINCIPIO DE MODULO MÁXIMO 


En los problemas 539—542 recurra al principio de módulo 
máximo. 

539. Demuestre que, si la función f (2), diferente de una constante, 
es analítica en un recinto G y no se anula, el mínimo de la fun- 
ción |f(2)] no puede alcanzarse en el interior del recinto G. 

540. 1) Demuestre que en el interior de un recinto, acotado por 
una línea cerrada simple equipotencial del módulo de la función f (2) 
(es decir, por una línea en todos los puntos de la cual | f (z) | = const) 
y contenido de su frontera en el recinto de analiticidad de la fun- 
ción f (2), existe рог lo menos un cero de esta función f (z) С). 

2) Demuestre que, si P (z) es un polinomio de grado n, las líneas 
equipotenciales de su módulo | P(2)|=C (lemniscatas) pueden des- 
componerse en no más de л componentes conexas. 

541. Demuestre el lema de Schwarz: si la función f(z) es ana- 
lítica en el círculo |z|<1 y, ademas, f(0)=0 y |f(2)1<1, se 
tiene OSI en todo el circulo. 

Demuestre también que, si al menos en un punto interior del 
círculo |f(2)[=|2|, se tiene f(2)=e%z (œ es un número real). 


Sugerencia. Considere la función /(г}/г y aplique a ella el principio de 
módulo máximo. 


542. Demuestre que, si en el problema anterior la condición 
100) =0 es sustituida por la condición / (a) =0(|a|< 1), es válida 


la desigualdad | 9 l para |z| <1. 


аг 


Sugerencia. Considere la función 


CAPITULO IV 


SERIE DE LAURENT. 
PUNTOS SINGULARES DE FUNCIONES 
ANALITICAS UNIFORMES. 
RESIDUOS Y SUS APLICACIONES 


8 1. SERIE DE LAURENT 
En los problemas 543—560 desarrolle la función dada en serie 
de Laurent o bien en el anillo indicado o bien en una vecindad 
del punto señalado. En el último caso determine el recinto para 
el cual es válido el desarrollo. 


543. 


en vecindades de los puntos 2=0 y г оо. 


544. a» (a0, kes un número natural) en vecindades de 
los puntos z=0 y г=оо 


545. en vecindades de los puntos 2=0, 2=1 y 2=06 


—p (0 < la] < |b|) en vecindades de los puntos г = 0, 
y en el anillo |a| <}]z|< |b]. 


2245 #91 = А 
547. туу en una vecindad del punto z=2 у en anillo 
1<|z|<2 


548. газ тур en vecindades de los puntos z=i y z= o0 


549. И (2а (25) (10122141) en una vecindad del punto 
z= оо (considere ambas ramas de la función). 


550. (2) = и: Еа (Imp (5)>0) enel anillo 1 <|2|<2. 
551. ¿ez en vecindades de los puntos 2=0 y z= o. 


552. el=* en vecindades de los puntos 2=1 y z= o% 


553. соз en una vencidad del punto 2=2. 


554. 2? sen еп una vecindad del punto z=1. 


1 
555. e °* en el recinto 0 < |z] < оо. 


556. зеп геп 1. en el recinto 0 < |2|< оо. 

557. sen ¡7 en vecindades de los puntos 2=1 у z= оо (en el 
ultimo caso limítese a buscar los cuatro primeros términos de la serie). 

558. ctgz en una vecindad del punto z=0 y en el anillo 
л<]г|< Ên. 

559. 112% en una vecindad del punto z= оо. 

560, 1102! en una vecindad del punto z=00 y en el anillo 


+ 
1<[21<2. 


561. Analice si las funciones dadas admiten el desarrollo en 
serie de Laurent en una vecindad del punto indicado: 


1) cos), z=0; 2) cos], 2=00; 3) вест, 2=1; 


4) ctgz, z=; 5) tht, z=0; 6) ,2=0; 


Т) 1-5. 2-0 8) Inz,2=0; 9) пр, z= о; 


11) 2(=e112), z=0. 


562. Analice si las funciones multiformes dadas poseen ramas 
uniformes que puedan ser desarrolladas en serie de Laurent (en serie 
de Taylor, en particular) en una vecindad del punto indicado: 


1) V7, 2=0; 2) И2(2—1), 2= 
3 И атау, A z=; 
5) VII", г=; 6) y 1+V7,.2=1; 
DYTIFVZ, 2=0; 8) Y 24V2—1, 2=00; 


9) ИИА, 2=1; 0 yt Vi... 


11) Ln (2—1) (2—9)], 2=00; 12) 690—9, z=; 
13) Arcsenz, z=0; 14) Arctg (1+2), z=0; 


15) Arsh (i+z), z=0; 16) y F—Arcsenz, z=1; 


17) V Z—Arcsenz, z= 


563. La función f (г) $ c,z"esanalítica enel anillor <|2|<R 
ЕЕ 


y lo transforma univalentemente en un recinto D. 
1) Demuestre que el área S de este recinto es igual a 


S=x Ў пе, | (R"— r). 


2) Demuestre que la fórmula para el área S sigue siendo válida 
aún cuando f (z) es analítica en el recinto г < |z| < R; en este caso 
ambos miembros de la igualdad pueden convertirse simultáneamente 
en el оо, 

Sugerencia. Véanse los problemas 536 y 537. 


564. La función f(z) es univalente en el recinto |z|>1 y se 
desarrolla en este recinto en una serie de Laurent de tipo f (2) =z + 

©з. ta 
EPA RH 

Demuestre que 

D nle- <1, 

y explique el significado geométrico de la desigualdad obtenida 
{teorema exterior de áreas). 


Sugerencia. Recurra a que para el área, S,, limitada por la imagen de la 
circunferencia |z|=r > 1, se tiene (f (z)=u + iv) 


055 [не (0—0) 


2 
ter Ò 


$ 2. PUNTOS SINGULARES DE FUNCIONES 
ANALITICAS UNIFORMES 


En los problemas 565—600 halle los puntos singulares de las 
funciones, analice la naturaleza de los mismos e investigue el com- 
portamiento de las funciones en el infinito. 1) 


1 z г [] 
565. 5. 566. 0. 567. үң. 568, аграр: 
e 241 й 1 1 
569. Ep 570. ZEL, 571. ze. 572. +. 
(24 1—е* 
513. р). 574. урут. 575. aaa 576. thz 


В 1 
577.0 Y. 578, ге”, 579. с1-1. 580,e *. 581. 


= 


1) En las respuestas no se distinguen los puntos singulares evitables de los 
puntos regulares. 
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1 
582. сег. 583. 5%. 584. tgz. 585. tgřz. 586, “82. 
1 


зепг—зепа` 
гт 


587. сїйг—1-. 588. ctgz—2. 589. 


Р 592. 


. 591. 
созт фсоз a буе 


590. 


593. ctgl. 594. іш 1—1. 595. ѕеп 1-4-1. 596.е-*соз-. 


1 


f ' 
597. е“ F, 598. е *. 599. sen/— r). 600.sen( 7). 
sen L cos 1. 
En los problemas 601—610 analice el comportamiento en los 
puntos indicados de cada una de las ramas uniformes de la función 
multiforme dada (determine si el punto es regular o singular para 
la rama correspondiente; en el último caso indique el carácter de 
la singularidad). 


z 1 
ipy- 3. 2—4. 602. утууут, 
2243 E 1 
воз. ут. #=1. 604. cos. ғ 


1 
605. УСУ" 2=4, 


601. 


1 1 үз 
вов. са уг, #= (1+) dondek= є1,:&2,...уг= 
1 2 (14 4m) 
607. ——— ааст" donde k= + 1, :Е2.... 
sa (1+ Y 3) 
y 2=00. 
608. sen ‚ 2==оо. 


1 z 1 КА 
ooo: MG rd К ен ута 
sen nE sen aE 


610. sen (сж 2). z 


611. Sean Р, (г) y Qa (г) polinomios de grado п у m respecti- 
vamente. Describa el comportamiento en el infinito de las funciones 
siguientes: 


1) Р,() +9 (0): 2) 020; 3) Pal) Qale)- 


612. Demuestre la equivalencia de las dos definiciones siguientes: 
1) El punto z, se llama polo de orden n de la función f (2), 
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рага el desarrollo de Laurent de f(z) en una vecindad de z, se 
iene 


E= Ж aea, c-nH0, саасан: =0. 


2) El punto z, se llama polo de orden л de la función f(z), si 
en una vecindad de este punto se tiene f (2) =q (2)/(2—2,)", donde 
Ф (z) es analítica y q (2,) +0. 

613. Construya ejemplos de funciones que en el plano ampliado 
tienen solamente las siguientes singularidades: 

1) polo de segundo orden en el 

2) polo de segundo orden en el punto г = 0 con c../2* como parte 
principal del desarrollo y polo simple en el infinito; 

3) polos simples en los puntos 2,=w*, donde 

o =em/n(k=0, 1,2, ..., n—1). 

614. Halle la forma general de la función que en el plano am- 
pliado tiene solamente las siguientes singularidades: 

1) un polo simple; 

2) un polo de orden n; 

3) un polo de segundo orden en el punto 2=0 con 1/2* como 
parte principal del desarrollo; 

4) un polo de orden л en el punto z=0 y un polo de orden т 
en el infinito; 

5) n polos de primer orden. 

615. Sea / (2) una función uniforme que no tiene en el recinto G 
otras singularidades, a excepción de polos. Demuestre que la función 
пл (derivada logarítmica de la función / (2) — А) tiene polos 
simples en todos los polos de la función f (г) y en todos los A-pun- 
tos de esta función y no tiene otros puntos singulares. 

616. ¿Qué tipo de singularidad tiene la función F (2)=f[9 (2) 
en el punto z=z, (el caso = оо se admite), si la función p (2 
o bien es analítica en este punto o bien tiene en él un polo, mien- 
tras que el punto £,=q(2,) es para la función f(t) una singulari- 
dad del tipo siguiente: 

1) punto singular evitable; 2) polo de orden n; 3) punto singu- 
lar esencial? 

617. El punto z, (el caso 2,= оо se admite) es un punto sin- 
gular aislado de la función /(г) que transforma el arco circular 
(o el segmento rectilíneo) y en un arco circular (o en un segmento 
rectilíneo) y’. ¿Qué tipo de singularidad tiene la función f (2) en el 
punto 25 simétrico а г, respecto a y (la función f(z) se prolonga 
a ss de y según el principio de simetría), si el punto єз 

ага f (2): 
a polo de orden л; 2) un punto singular esencial? 

618. El teorema de Sojotski—Cassorati — Weierstrass afirma que, 
siendo z, un punto singular esencial de la función f (2), cualquiera 


6 Зак. 1032 э1 


que sea el número complejo A (incluyendo el caso А = оо) existe 
una sucesión de puntos (z,) convergente hacia el punto 2, tal que 
lím f (z,)= A. Demuestre que el teorema sigue siendo válido en el 


caso de un punto singular no aislado que es límite de polos”. 
(A veces, puntos de este tipo se consideran simplemente como 
puntos singulares esenciales). 

619. Halle los límites: 


ció Т 
D maga 2) lim шу 


NE N 
` sote МЕ! 

Contradice la existencia de estos limites al teorema de Sojotski — 
Cassorati — Weierstrass? 

El teorema de Picard afirma que en una vecindad de un punto singular 
esencial la función analítica correspondiente asume infinitas veces cualquier valor 
finito, salvo, posiblemente, un valor que se denomina valor excepcional de Picard. 
Si se consideran las funciones meromorías, el número posible de valores excepcio: 
nales (Incluyendo el œ) no pasa de dos (véase, por ejemplo, (1, cap. VIII, $ 8, п°4]). 


620. Compruebe el teorema de rd para las funciones: 

De 2) е; 3) cost; 4) tgz; 5) igz 

Halle los valores excepcionales para cada una de estas funciones 
y demuestre que estos valores (si es que existen) son asintóticos, 
es decir, que se puede indicar al menos una curva que termina en 


el punto singular esencial a lo largo de la cual la función tiende 
hacia el valor excepcional. 


$ 3. CALCULO DE RESIDUOS 


En los problemas 621—624 hay que calcular los residuos de las 
funciones indicadas respecto a todos sus puntos singulares aislados 
y respecto al punto infinito (si éste no es límite de puntos singulares). 


1 a y 
ella 622. a 623. үрүү 


tural). 624. a 625. HL. 626. C 


(п es un número na- 


“ 
627. pa: 628. tgz. 629. grz- 630. сщ. 


L 
. 633. е ғ. 
634. senz sent. 635. зел. 636. costi- + 
637. (h0). 638. zsng (п es un número entero). 


631. ctg*z. 632. 1) cos 3; 2) cos y 


та—е-®) 


"9 Se supone que en una vecindad del punto considerado los polos son las 
únicas singularidades. 
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640. „т 641. 182 (n es un número natural). 
ЕТ. 


т 

En los problemas 642—649 hay que calcular los residuos de cada 
una de las ramas uniformes de las correspondientes funciones mul- 
tiformes respecto a los puntos indicados. 


642. E respecto al punto 2=1. 


643. у= respecto al punto 2=1. 
644. т (г° =е°!л) respecto al punto г=1. 


645. У/(г— а) (2 —Б) respecto al punto z= оо. 
646. 1) шар respecto al punto 2= оо. 


2) ер respecto al punto z= оо. 
847. 1) Lnzsen,L7 respecto al punto z=1. 
2 Lnzcos 27 respecto al punto 2= 1. 


вав, А982 respecto а los puntos z=0 y 2=00. 

649. гп (п es un número entero) respecto а los puntos 
z=0 y 2= оо (al calcular el residuo en el punto z=0 se supone 
que а 520 y B0). 

650. El desarrollo de una función en una vecindad del punto 
infinito es de la forma [(2)=0 +2 +... Halle res [(H(2)Plema- 


651. Halle res [Ф (2) Р (2). si p(z) es analítica en el punto 
a y f(z) tiene en este punto: 
1) un polo simple de residuo A; 


2) un polo de orden k con la parte principal $=} +... + ol A 


652. Halle res 8)... si 


1) a es un cero de orden л de la función f (z); 

2) a es un polo de orden л de la función f (2); 

653. Halle res [09] si p es analítica en el puntoa y: 

1) a es un сего de orden л de la función f (2); 

2) a es un polo de orden л de la función / (2). 

654. Halle res {f [Ф (г)]},„, si la función p(2) es analítica en el 
punto a y Ф' (а) = 0, mientras que / (5) tiene un polo de primer 
orden en el punto L=p(a) de residuo А. 
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655. La función Ф (2) tiene еп el punto a un polo de primer 
orden de residuo A, mientras que f (С) tiene en el infinito un polo 
de primer orden con la parte principal Bt. Halle res (f[q(2)]).-a 

656. La función / (г), que toma valores reales en un асо / de la 
circunferencia |z—a |= R, ha sido prolongada analíticamente a través 
de este arco según el principio de simetría. Sea el punto ¿=P (р + a) 
un polo de orden k рага la función f(z) con la parte principal 


Halle res [f(2)]z=p, donde В* es el punto simétrico a 2=P 
respecto а 1. 
$ 4. CALCULO DE INTEGRALES 
APLICACIÓN DIRECTA DEL TEOREMA DE LOS RESIDUOS 


En los problemas 657—666 calcule las integrales aceptando que 
el recorrido de los contornos cerrados se realiza en la dirección positiva. 


657. А donde С es la circunferencia x? -+ y? = 2x. 


вв. eg» donde C es la circunferencia |2—2|=>3 » 
EN 


ST 


059. [=> donde C es la circunferencia |z |=2 


Sugerencia, Recurra a que la suma de los residuos respecto а todos los pun- 
tos singulares (incluyendo el infinito) es igual a cero. 


660. parr donde C es la circunferencia |z|=1. 


өө. Гата donde C es la circunferencia |z| = 1. 


662. э} зеп + dz, donde C es la circunferencia | г] 


663. з} sen? | dz, donde С es la circunferencia |z 


А 
604. у | ares dz, donde п es un número entero у С es la 
а 
circunferencia |2 |= r. 
boa i 
вв. Јане (натат) а. 
¡elas 


zdz 
666. 4 зеп :2(1—созг) ` 
de 


867. Calcule la integral zar $ gio de donde C es un contorno 
cerrado simple que limita un recinto G que contiene el punto 2=0. 


Las funciones f (2) y g(z) son analíticas en el recinto cerrado б, 
con la particularidad de que la función (г) no se anula en el con- 
torno C y tiene en el recinto G solamente ceros simples а, a, ..., a, 
ninguno de los cuales coincide con el origen de coordenadas. 


668. Sea / (2) =а, 4-а,24- ... +4,2". Demuestre que 
+ { г |f (2) |* dz ад, К". 
Тај=А 
Еп los problemas 669—672 calcule las integrales dadas. 


1 4: 4, 
669. vam donde С es la circunferencia |2|=r +1. 


= 1), donde C es la parábola y! =x 


1 de p 
бо. тя} торут O 
recorrida еп la dirección de crecimiento de y. 
671. mm (69), donde a>0, mientras que Ces la 
0 


recta х= а, 0<a< 1 recorrida desde abajo hacia arriba. 


apm 
FIG. 12 FIG. 13 
Я 1 de Зз 
Sugerencia. Considere zzy | ¡ey zz + donde el contorno y se indica en 


y 
la fig. 12, y pase al límite para В + = 

672. ут (EE, donde el contorno de integración С se indica 
en la fig. 13. 


85 


INTEGRALES DEFINIDAS 


Si la función f (x) se hace infinita para x=c(a < с < b), el valor principal 
b 


según Cauchy de la integral | / (x) dx se deline mediante 


eze А 
у тое $ 19] . 


che 


De modo natural esta definición se generaliza al caso de una integral cur- 
Vilínea. 


Si la función f(x) es continua en todo el eje real, el valor principal de la 


Integral { Го) ах se define mediante „lim $ годах. 
-. ~a w 


En los problemas 673—680 halle las integrales definidas. En 
el caso en que la integral sea impropia y diverja, halle su valor 
principal (si éste existe). 

25 


dy 
673. Jarat >1). 


Sugerencia. Tome еа. 


ES 
do 
674. Jerat >>> 0). 


эл 
dp 
675. {қу > 0, Б> 0). 
$ 
эк 


676. ¡ara (a es un número complejo y азё:Е1). 


я 
y P 
677. a (a es un número complejo у a+ + 1). 


2% 
678. ás cos (пф — ѕеп p) аф (п es un número entero). 


679. $ tg (x + ia) dx (a es un número real). 


2л 


680. { ctg(x+a)dx (a es un número complejo e Im a+ 0). 
0 


681. Demuestre que para b>a>—1 se tiene 


a 


A 
Г (a+ 1) 

fost е costado = ТТ 5 d 

} rr (+1) 


Sugerencia. Comidas | Су 22-1 dz, donde С es el contorno represen 


{адо en la ig. 14, Y haga tender hacía cero los radios de Jos arcos de las cireun- 

cias реди 1 calcular la integral a lo largo del segmento vertical, 
дна ел des, reduciendo éstas, mediante sustituciones 
correspondientes, a integrales eulerianas de primera espe- 
cie; emplee asimismo la conocida relación entre las inte- 
grales eulerianas 


T (p) T (4) 
Be D= то) y la fórmula гйга—® уу: 


En los problemas 682—688 calcule las inte- 
grales de limites, infinitos. 


хах 
682, Саа 13) 
e 


FIG. 14 


683. Laa a> 0). 


684. Jappe es un número natural). 


ї de 
es. rl, 020). 


686. ape. esz. | Т4 (9222 ез un número natural). 


Sugerencia. Considere la integral donde C es el contomo com- 


de 
f [ЕДЫ 


puesto рог los rayos arg z=0 y arg z=2a/n y por el arco de la circunlerencia 
que los une. 


688. ваи 2). 


гоас1дп. El método de cálculo de integrales empleado en los problemas 
687 y СА se extiende а integrales de funciones racionales de tipo R (x"). 
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689. Demuestre que 


туг" Y # son números naturales), 


donde C es la recta paralela al eje real que corta en el eje imagi- 
nario un segmento igual а A (h > 0). 
690. Calcule la integral 


1 di _ 
27) Ha (# es un número natural), 
donde С es el contorno del problema anterior. 


En los problemas 691—694 calcule las integrales dadas, emple- 
ando el lema de Jordan (véase el problema 402). 


вәт. 1) |: DS 


$ _хзепхах 
e lara” 


693. } {9902 dx (a y b хоп números positivos). 


694. (Ке (а y b son números positivos). 
y 


695. Sea / (2) = еее (2), dende m>0 y la función F (z) posee 
las propiedades siguientes: 

) en el semiplano siperior tiene un número finito de puntos 
singulares а,, а,, ..., Qi 

) es analitica en todos los puntos del eje real, a excepción de 
los puntos ху, Xa ..., Xa que son polos simples; 

) F(2)->0, para z— œ e Imz>0. 

Demuestre que 


{ f (x) dx = 2ni ( Er If (2) 


++ È res 9) 


donde la integral se entiende en el sentido del valor principal (res- 
pecto a todos los puntos ху y al оо). 


En los problemas 696—700 halle los valores principales de las 
integrales dadas (f es un número real). 
F eix $ хоозхак 
вв. | ах. вот. | а=. 
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Т _ зепхах cos tx cos tx 
б. Jere э. Te аз 45. oo. | dy: 


En los problemas 701-706 calcule las integrales dadas (a y b 
son números positivos). 


701. [nte 16. (ne, 
è 


х FTF 


{ зепахах T cos дах —cos2bx у. 
тоз. (похот. 704 EA 
è 
- 


105. \ e dy, 


Sugerencia. Emplee la integral {= 2, donde el contorno С es el indi- 
è 


cado еп la fig. 15. 


o Japra 


ELLIE? dz, donde el contorno C es el 


Sugerencia. Emplee la integral {= 


indicado en la fig. 15. 


FIG. 15 


En los problemas 707—710 calcule las integrales considerando 
que х? > 0 para x>0 (esta condición se mantiene en todos los 
problemas sucesivos). 


707. 1) { xP-"cosaxdx (а> 0, 0< p< 1); 
$ 


2) { xP- ѕепахах (а> 0, —1 < p < 1). 
è 
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Sugerencia. Emplee la cia (aranan, donde el contorno C es el 


indicado en la fig. 16. 


708. Í cosxrdx (p>1). 709. | senxrdx (}р}> 1). 
è è 


то. j s de (p> 4). 


711. Sea f(z) una función racional que tiene polos оц, о, ..., а,, 
ninguno de los cuales pertenece a la parte positiva del eje real ni 


Ф 5 
ГҮ 
NEJ гас] 
FIG. 16 FIG. 17 


es igual a cero, y sea p un número real tal que 
lim [2r+"f(2)] = lim г?з] (г) = 0. 


Demuestre que: 
1) Si p no es un número entero, se tiene 


зепдр 


(р О) ах —-ш; ен Y res (Hee, 
о 1 
2) Si р es un número entero, se tiene 
ио res [2P Ln z-} (2), 


donde 
Lnz=In|=|+iargz y 0<argz<2n. 
Sugerencia. Considere las integrales $ 2Pf (гуй: y $ 2P Lnz-f (2) dz, donde С es 
ё 
el contorno representado en la fig. 17. 
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ѓа 
112. Calcule | элу (0<p<1). 
713. Demuestre que 


Г(а)Г(1—а) = 2. (0<a< 1). 


зепла 


Sugerencia. Use la conocida relación entre las integrales eulerianas 
T (a) Г (6) =T (a+b) В (a, b) y realice en la integral, que define la función Beta 
1 


B (a, b)= | x4-1 (1—2)0=1 dx el cambio de variable tomando x=y/(1 +y). 


ò 
Observación. La relación, demostrada en el problema solamente para valores 
reales de a comprendidos en el intervalo (0, 1), es válida para todos los núme- 


ros complejos. Para z=— n, donde n es un número natural, ambos miembros 
de la igualdad se hacen igual al co. 


En los problemas 714—716 calcule las integrales dadas. 


714. үз (—1<р<1). 
è 

715, VER (—1 <р <3). 
S Ё 


(жак 
тө. (атт (—1<р<1, -a<i<m. 


717. Sea f(z) una función racional que еп la parte positiva del 
eje real tiene solamente polos de primer orden” fi, pa 

y entre los demás polos suyos (si existen) œ, а, .. 
es igual a cero. Sea, además, p un número real que 


p 0... Bas 
г. а, Ninguno 


lim [елер (29) = lim [етет (гу] =0. 
Comprendiendo рог la integral. ш valor principal, demuestre que 
1) Si p no es un número entero, se tiene 


eta Y res [vf (leas — 


Senap 
è 


—aclgap 5, Bè res I asse 


donde х7 > 0 para x> 0. 


э! 


2) Si р es un número entero, se tiene 


ооа $, res ler Ln z-f l- 


— Мар, Hai res [Oleo 


la rama de Іл г se escoge igual que en el problema 711. 


En los problemas 718—721 calcule los valores principales de 
las integrales. 


хах 
ne ¿E 


719. f хайх 


х*—1 


120. $ xde (1<p<0) 


Vx 
беа 
тз. E 0<р<0). 
En los problemas 722—728 calcule las integrales dadas. 
| 
AY 
т. a (—1<р<2). 


Y 


FIG. 18 


ПЕШ 


tado en la fig. 18, que limita un recinto biconexo, y pase al limite para R — œ. 


э-а— 
Sugerencia. Considere шты: donde C es el contorno represen- 


arar 
HAL 4: (—1<р<2). 


sra ar 


Sugerencia. Demuestre que lim Дет 4:=?2ме-РЧ, donde Cp es 


la circunferencia | | = А recorrida en La dirección positiva. 


724. аря (—1<р<2). 


1 
тв. f (E) F ЗФ; (1<Р<1,а>0). 

| 
(Y т (—1<р<1,а>0). 


1 
а+х-»(а —)” 
727. ¡A (—1<р<2). 
Н dx 
1 C+) yai 
Ery 

729. Calcule la integral jems э =>" donde У >0 
para —1<x<l, a es un número complejo у азе + 1. Halle, en 
particular, los valores de la integral рага а= +e (0 <а < л), 
а= іу y рага —1 <a < 1 (el yalor principal). 


730. Calcule la integral EZ as donde 0<p<1, 


b es un número complejo у b0 y b%1. 
1 


731. Calcule la integral È 7 (n=2, 3, ...). 
= 


dz, donde С es el contorno for- 
БД 


Sugerencia, Considere la integral ( 
ё 


mado рог los cortes а w largo de los radios vectores de los puntos í, ө, 0%, ... 


4-1, donde o=e la circunferencia |z|=R > 1. (Esta integral 
le ser también calculada empleando la función Bela de Euler). 


En los problemas 732—737 calcule las integrales (a > 0). 


finxde 
Бет 
а 


732. 


9з 


Sugerencia. Considere la integral mA. donde C es el contorno indi- 


cado en la fig. 19. 


779 ахах 
133: фат. 1% ta 


{шахах а 
135. | ура. 136. fn(z 2-х) т: 
Sugerencia. Calcule la parte real de la integral 

и 1 4: 
5" (к=) +. 


donde C es el contorno indicado en la fig. 20. 


738, Sea f(z) una función racional sin polos en parte positiva 
del eje real ni en el punto 2—0 y tal que Ha=0(+) рага z— оо. 
Demuestre que 


[ue Ens [al ле Кр 


donde a, = — 1, mientras que a, а,, son los polos de la 
función Ha), diferentes de —1, y ара 0<агрг < 2л. 


Sugerencia. Considere la integral эс} PUC 


dz, donde C esel contorno 


indicado en la fig. 21. 


En los problemas 739—741 calcule las integrales considerando 
que a>0 y que п es un número natural. 


139. 1) ¡mé y 
9° 


7 de 
2 f Та (пх л) ы 


ге de 
e. $ бачата а ° 


Sugerencia. Considere la integral 


1 1 1 1 
Saler teatre] e 


donde el contorno С se indica en la fig. 21 y la rama (de Lnz se escoge ¡gua 
que en el problema 738. 


FIG. 21 


m.f a 
(хаа?) (1л х Anin) 


Sugerencia, Considere la integral 
1 1 1 1 
| sale 21 tEn azar: toa) 


donde el contorno С se indica en la fig. 22 y la rama de Ln г escoge igual que 
en el problema 738. 


742. Sea f(z) una función racional que no tiene polos en el 
contorno no cerrado C que empieza en el punto a y termina en el 


punto b. 
Demuestre que 


{тоа = Yves [F(2) Ln 
è 


95 


donde la suma se efectúa respecto a todos los polos de la función 
Нб) diferentes del оо (la rama uniforme del logaritmo fuera de C 
se escoge arbitrariamente). 


FIQ. 22 FIG, 23 


22 de, donde el contorno Г, que limita un 


Sugerencia, Considere f; (2) Ln 


т=а 


recinto biconexo, se indica en la fig. 23. 


En los problemas 743—748 halle las integrales dadas conside- 
rando que a es un número real. 
т de 
мз. { асер @<а<®. 


Sugerencia. Considere la integr: dz donde C es el reclán» 


E 
а ¡año 
gulo con vértices en —R, А, R+2ai y —R 42m. 


744 f senaxdx 


shx 


asis 
ЕЕ 


Sugerencia. Considere la integral ( » donde el contorno С se indi 
ё 


еп la fig. 24. 


$ cos ax dx 
ms. f sade, 


% 


ç dx Pon 
в. а. пат. ($Z ах(—л<а<л). 


Sugere icia. Haga uso de la integral (2242, donde С es la frontera del 
e chaz 


rectángulo —a < Re zaa, 0<Ima<l. 


FIG. 24 


P __xsenxax 
man $ Таба соз х (> 0): 


zdz y» donde C es la frontera 


Sugerencia. Haga uso de la integral $ 
Е 


del rectángulo —л < Re z< n, 0 < Im z <h, у pase al límite рага A — œ. 


INTEGRALES RELACIONADAS CON LA FÓRMULA 
DE INVERSIÓN DE LA TRANSFORMACIÓN DE LAPLACE 

Desde este momento y hasta el final del parágrafo se supone 
que 1>0 y que С, es la recta Rez=a > 0, recorrida desde abaj 
hacia “arriba, con la particularidad de que а se ha escogido de 
manera que todos los puntos singulares del integrando se encuentran 
а la izquierda de С,. 

749. Demuestre que, si f(2)—>0 рага Imz— +o, a < 
Rez <a, y la función f (2) es analítica en la franja a, < Ке г<, 


entonces la integral $ F(z) dz, donde С es la recta Re 2 =, no 
с 


depende de cómo se escoge æ siempre que о, < a аз. 


En los problemas 750—755 halle las integrales (n es un número 
natural). 


1 tt а; “4: 
760. DA IS 
A ё, 
1 е аг ett аг 
751. m fe y 789. > 
Я A 


т Зак. 1032 97 


zett 4: 
153. Dr 
è, 


1 * егі dz 5 1 12 
754. r$ takora Ек — fm EF 
А . 


756. Empleando la identidad Г (г) Г (1 — 2) = 9. (véase la obser- 


vación al problema 713) demuestre que para Re v<0 se tiene 
1 eždz 1 


Эл \ т гуту" 
y 
donde el contorno y se indica en la fig. 25. 
=$ 
FIG. 25 


Observación. Como la integral > эг} Se ТЕР converge también para Re v3>0, 


prolonga analiticamente -y E Ету =" todo el plano. 


757. Demuestre que para Rev > —1 se tiene 
1 [ш _ тг 
Zi т т TREN 


En los problemas 758—769 Hale las integrales dadas. 


П etd: еа: 1 е дг 
758. 1) +7 Ут: 2 эш [ve 759. 1. {түт М 
еа ечен 
160. эш Гатин. “зш f agr d 
a к et d: 
762. mE Ane адаб 


Sugerencia. Haga uso del desarrollo 


1 (ет 
704, ¿7 [E de > 0). 
с, 


Sugerencia. Sustituya C, por el contorno indicado en la fig. 26. 


MAGELES 1 (indtaget 
765. зат г dz(a>r>0). 168. gir |-“@+9 ш, 


e 3-01. 
1 1 3 
167.57 | ein (Er) 768. a tao. 
A Я 


Sugerencia. Cambie el orden de integración. 


FIG. 26 


С 
169. 7 (Ea fon enxdx(a > 0 y b es un número real). 
Es 
Sugerencia. Haga uso del hecho de que (EF armo para u > 0. 

©, 


770. A partir del desarrollo en serie de la función de Bessel 
PEA 
LOE терут (4) 
demuestre las representaciones integrales (y es el contorno indicado 
en el problema 756): 
iii 
1 E 2y 
D gr fr dt = (FY 1.0 
y 


CN EN 
2) чат) RT) 7,0) (Re v> —1). 
2, 
Sugerencia. Desarrolle en serie la función е < у haga uso de las soluciones 
de los problemas 756 y 757. 


1% 99 


771. Demuestre que para Re 2 >0 se tiene 
=з leemos ar, 
г 


donde Г es el contorno indicado en la fig. 27, у deduzca de aquí 
que, siendo n un número entero o cero, se tiene 


Ja =} cos(esent—ni) de. 
р 


FIG. 27 


En los problemas 772—774 halle las integrales que contienen 
las funciones de Bessel. 


772, Jena, (04 (Rez > 0, п es un número entero). 


Sugerencia. Haga uso de la representación integral del problema anterior 
y cambie el orden de integración. 


773. 1) $ J,(at)cosbt dt; 2) ÈJ, (at)sen bt dt (a y b son números 
0 d 


positivos). 


774. = ши > 10. 


Sugerencia. Haga uso del hecho de que 
saut уй a (e 
= VE u YE arf — de 


Ж. E 
(véase el problema 770) y cambie el orden de integración. 


COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE INTEGRALES *) 


775. Sea Ф (z) una función analítica que a la izquierda de C, 
tiene solamente un número finito de puntos singulares, todos ellos 


1) Acerca de este grupo de problemas, así como acerca de la aplicación de las 
estimaciones asíntóticas y de otros métodos para obtenerlas, véase, por ejemplo, 


100 


polos, y tal que ф(г)—0 para z— ооу Rez<a. Sea 
=з Seed. 
è 


Halle lim f(t). Considere diferentes casos de la distribución 
a 
de los polos respecto al eje imaginario. 
Sugerencia, Haga uso del lema de Jordan (véase el problema 402). 


776. Sea Ф (2) una función analitica que a la izquierda de C, 
tiene un número finito de puntos singulares y tal que ọ(z)— Ò 
para z—oo y Rez<a. 

Demuestre que para grandes valores de / tiene lugar la igualdad 
asintótica 


эт | e'g 0042 Y res [еч 9(2)), 
PA 


donde la suma se extiende a todos los puntos singulares de q (z) de 
parte real no negativa. 


Observación. Las funciones f(t) y ЕО) son asintóticamente iguales para 


a im LO 
t— 001100 ~ F (A), 33 Mm р) 


777. Analice el comportamiento asintótico para t--» оо de la 
función 


HO = ah | ж-тар (Rea >0). 


778. Halle la expresión asintótica para {—oo de la función 


Vit 
a= EA (020, a>0), 


donde Y 24 242 >0 рага г> 0. 


Sugerencia. Sustituya el contorno Сү por el contorno indicado en la fig. 26 
y, demuestre que las integrales а lo largo de los arcos de las circunferencias y a 
lo largo de la parte negativa del eje real tienden hacia cero cuando f —+00. 


La serie У) © se Пата desarrollo asintótico de la función f (2) para z— co, 


р 
si tim 2) У E |.=0 (е0, 1, 2,...). (¡Esto no implica la convergen- 
2 


з= azo 
cia de la serie!) 


12, cap. У, $3); Б. A. Фукс и В. И. Левин, Функции комплексного перемен- 
ного и некоторые их приложения, Гостехиздат, 1951 (Fuks В. A. y Levin V. I., 
Funciones de variable compleja y algunas de sus aplicaciones), cap. ІУ; 
М. A. Евграфов, Асимптотические оценки и целые функцин, Физматгиз, 1962 
(Evgráfov М. A., Acotaciones asintóticas y funciones enteras). 
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Con frecuencia se consideran también desarrollos asintóticos de tipo más ge- 


neral. Sea (qn (2)) una sucesión arbitraria de funciones tal que lim #221 


9n(2) 


y sea {Hn (2)} una sucesión que verifica las condiciones 


AI im | В 02) 
не mo, п |] > о. 


La serie У) с„н„(г) se Пата desarrollo de la función f (2): 
= 


Fe~ Y сарп (2). 
o 


2 
А $ 
ji =0 (k=0, 1,2, . 
si на. au E (2) Р (2) |=0 ( ). 
Con frecuencia а título de la sucesión {н (2)} se escoge la sucesión {1/г®"}, 
donde a, son números reales positivos que “tienden monótonamente hacia el со. 
779. Demuestre que para x> 0 
ent 1_2 
f ent 


ES 


(2л! 
а...) п. 


К 


Sugerencia. Haga uso de la igualdad 
1 


ii (—iaraganea 
TFA а 6 TRA 
y estime el resto. 


780. Demuestre que para x> 0 


"es-t 0 g 2 
{аа-а 


х 


n л! 
ВС)" aate 
Sugerencia. Integre por partes y estime el resto, 


781*. Demuestre que рага x >0 


est Dada (2—1) 
$ т а- (+++. „++... -)» 
EN 

donde la integral se entiende en el sentido del valor principal 


782. Demuestre que para valores reales de x 
Pera ҳе (@а)! _1 
y WN У тт. 


donde la integral se entiende en el sentido del valor principal 
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783. Demuestre que para valores reales de x 


Jepang г(®")к е>—1 >. 
donde la integral para x> 0 se entiende en el sentido del valor 
principal. 
784*. Demuestre que 


ferraz Y 


a 1 1-3 1:3-5 
e а 


donde los signos + б — se toman según sea Rez >0 o Rez <0 
respectivamente, Si Rez=0, el sumando que antecede al parénte- 
sis puede ser omitido. 

785. Halle el desarrollo asintótico de la función 


юм RE (0>0. 


Halle también el desarrollo de f (t) para pequeños valores de t. 


Sugerencia. Sustituya C, por el contorno indicado en la fig. 28. Para obte- 


4 етм Ух dx 
ner el desarrollo аѕіпібіісо de la integral ¡pat haga uso de la идегеп. 
è 


cia al problema 779. Para valores pequeños de £ es necesario escoger Су de ma: 


1 В 
пега que а sea mayor que ө y desarrollar 77 еп serie. 


786. Demuestre que 
1 est лү _2 y nni y 1 yeri 
эт} yray” sen( 1—3) ух У ed @ (гут) Д 
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787. Halle el desarrollo asintótico de la función 


= ( =. (23/2 > 0 рага г> 0). 
[Кек 


Obtenga también la fórmula de aproximación de f(t) para pe- 
queños valores de t. 


Р 


FIG. 29 
Sugerencia. Para obtener el desarrollo asintótico, sustituya C, por el con- 
1,1Y3 а 0 
torno indicado еп la fig. 29, donde 2 =—F += У AS 


Para, valores pequeños de £ es necesario escoger la abscisa de la recta С, mayor 
que la unida 


$ 5. DISTRIBUCION DE CEROS. INVERSION DE SERIES 
TEOREMA DE ROUCHE 


En los problemas 788—790 halle, empleando el teorema de 
Rouché, el número de raíces de las ecuaciones dadas pertenecientes 
al círculo |z| < 1. 

788. 2? —22* 4 21—82—2=0. 

789. 229—224+322—24+8=0. 790. 2 —521422—2=0. 

791. Demuestre que, si en todos los puntos de un contorno С 
es válida la desigualdad 

lay] > [а,4-а2+ PAPI араг... 42027 |, 


el polinomio a,+a,2+...-+4,2” tiene Ё ceros eri el interior del 
contorno C, si el punto 2=0 Зе encuentra dentro de este contor- 
пэ, y no tiene ceros, si este punto se halla fuera del contorno С. 

792. ¿Cuántas raíces de la ecuación 2£—52+41=0 se hallan en 
el círculo 12] < 1? ¿en el anillo 1 < |2| < 2? 


793. ¿Cuántas raices de la ecuación г*—8г--10=0 se hallan 
en el círculo |z} < 1? ¿en el anillo 1<|2|< 3? 
794. ¿Cuántas raíces tiene en el círculo |z|< 1 la ecuación 
2" +92 0240,=0, 
siendo [а, | >|2,|+]a,]+1 (л es un número natural)? 
795. ¿Cuántas raíces tiene en el circulo |2| < 1 la ecuación 


¿=p(2), si para |2]<1 la función p(2) es analítica y verifica la 
desigualdad |[p(2)| < 1? 


796. ¿Cuántas raices tiene en el círculo [z]<1 la ecuación 
e*—42"-41=0 (п es un número natural)? 
797. ¿Cuántas raíces tiene en el círculo Тар К Па ecuación 
e = аг" (п es un número natural), siendo |a| > e*/R”? 
798. Demuestre que la ecuación 2=2—e”*(A > 1) tiene en el 
semiplano de la derecha una raíz única (y además real). 


799*. Demuestre que рага р > 0 tan pequeño como se quiera 
todos los ceros de la función, 


1 
Яп" 
pertenecerán рага л suficientemente grande al círculo |z] < р. 

800. Demuestre que para р < 1 el polinomio 

Pa (2) = 1-6224+ 3214-... +n" 

no tiene ceros en el circulo |2| <p siendo n suficientemente 
grande. 

Sugerencia, Haga uso del método de la solución del problema 799, 


Һе =н 


PRINCIPIO DEL ARGUMENTO 


801. La función p(z) es meromorfa en el recinto G y analítica 
en su frontera C. Demuestre las proposiciones siguientes: 

1) Si lp (2)] < 1 sobre C, el número de raices de la ecuación 
«y (2)= 1, pertenecientes al recinto G, es igual al número de polos 
de la función ф(г) en el recinto б. 

2) Si |p|(2) >1 sobre С, el número de raices de la ecuación 
«w(2)=1, pertenecientes al recinto С, es igual al número de ceros 
de la función $ (2) en el recinto G. 

3) Las proposiciones 1) y 2) siguen siendo válidas, si la ecua- 
ción р (2) = 1 se sustituye por la ecuación (г) = а, donde Ja |> 1 
en el caso 1) y |a| <1 en el caso 2). 

802. Sea 


PL) = 2" ашт... Ба, 
un polinomio que no tiene ceros еп el eje imaginario 


Demuestre que el punto г recorre el eje imaginario desde arriba 
hacia abajo, el incremento del argumento de Р, (2) es igual a kx, 
donde k es un потег entero de la misma paridad quen y |k] <a. 

Demuestre que en estas condiciones el polinomio P, (2) tiene en 
el semiplano de la derecha (л +-#)/2 ceros. 

Sugerencia, Represente Pn (2) en la forma 

n 2i La 
Р„()= 2 (+2 ++? 
y aplique e) principio del argumento al semicirculo |z} < R, Rez>0 para R 
suficientemente grande. 
803. Halle el número de raíces del polinomio 
2420464522482 44241 
en el semiplano de la derecha, 
804, Halle el número de raíces de la ecuación 
2422432424 2=0 
en el semiplano de la derecha y en el primer cuadrante 
805. ¿Cuántas raices tiene en cada cuadrante la ecuación 
22—32° -- 321—2 4- 1 = 0? 
806. ¿En qué cuadrantes se hallan las raíces de la ecuación 
24244214224 3=0? 
807. Demuestre que el número de raíces de la ecuación 
Pa pa=0 
(а у B son números reales, a =: 0, B0; nes un número natural) 
de parte real positiva es igual a л, si n es par. En cambio, si n 
es impar este número es igual a n—1 para 2 > 0 y a n+1 para 
а< 0. 


Sugerencia. Considere el incremento de аги (22 -+az?n-14- p3) cuando el 
punto z describe la frontera del semicírculo de la derecha de un radio grande. 


Cuando los coeficientes del polinomio 
Р (2) =20" 4027714... + 09124 ag 

dependen continuamente de parámetros reales а y ф, conviene, para determinar 
la relación entre los parámetros y el número de ceros de Р (2) pertenecientes 
al semiplano de la derecha, proceder del modo siguiente (partiendo del hecho 
de que todo cero depende continuamente de los coeficientes del polinomio): 

Construir en el plano а, В las curvas P,(it)=0 (т es un parámetro real), 
es decir, las curvas para los puntos de las cuales entre las raices del polinomio 
hay raices imaginarias puras (о cero). Estas curvas dividen el plano а, В en 
recintos en cada uno de los cuales el número de ceros de P, (2) de parte real 
ositivo es constante. Este número se puede hallar tomando un punto arbi 
trario del recinto correspondiente y aplicando a él, por ejemplo, el métcedo del 
problema 802. 
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En los problemas 808—810 determine los recintos del plano a, B, 
en los que es constante el número de raíces de parte real positiva 
del polinomio correspondiente P (2); halle este número m para cada 
uno de los recintos. 

808. P(2)=2"+a2*+az+B. 809. P(2)=2*+a2+BP2+ 1. 

810. P(2)=2*+(0+B)22+(0—P)2 +0. 

811. Sea /(г) = Р, (2) + Qu(2)e"", donde т> 0; Р, (2) y О„(г) 
son polinomios primos entre sí, con la particularidad de que 
n>m, y f(z) no tiene ceros sobre el eje imaginario. Sea N el 
número de ceros del polinomio Р, (2) en el semiplano de la derecha. 
Demuestre que, рага que la función f(z) no tenga ceros en el semi- 
plano de la derecha, es necesario y suficiente que el punto 


ш= - е" envuelva еп la dirección positiva N veces el punto 


ш= 1 cuando el punto z recorra todo el eje imaginario desde abajo 
hacia arriba (si P,, (z) tiene ceros sobre el eje imaginario, es preciso 
al desplazar el punto z por este eje, contornar los ceros de P, (2) 
por la derecha a lo largo de unas semicircunferencias de radios 
suficientemente pequeños). 

En los problemas 812—814 halle, empleando el teorema del pro- 
blema 811, en el espacio de los coeficientes a, b (es decir, en el 
plano a, b) los recintos para los cuales todos los ceros de las fun- 
ciones correspondientes pertenecen al semiplano de la izquierda, 
suponiendo que t >O y que a y b son números reales. 

812. 2+a+be%. 813. 22-02 4- Бе“. 

814. 2? 4- (а2-- Брет". 


815. Demuestre, empleando el teorema de Rouché, que si рага 

la función w= f (2) tiene lugar el desarrollo 

F(z) =w + су (2:—)*-+-... (сь 5 0, k>1) 
en una vecindad del punto г,, entonces рага г >O suficientemente 
'equeño existe un р 2 0 tal que cualquier valor шю =, del círculo 
w-—w, | < р se alcanza exactamente A veces еп el círculo |2 —2p| < г 
у, además, en puntos diferentes. 

816. Demuestre, empleando el resultado del problema anterior, 
que una función analítica posee la propiedad de conservar los re- 
cintos. 

817. Demuestre, empleando el resultado del problema anterior, 
el principio de módulo máximo para una función analítica. Demues- 
tre que este principio es válido para cualesquiera transformaciones 
continuas w=f (2) que conservan los recintos. 

818. Demuestre que, si en las condiciones del problema 815 k=1, 
es decir, si ['(2,)=0, la función f (г) establece una correspondencia 
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contorme y DIunivoca entre una уесїїчай simpremente conexa gel 
punto 2, у el círculo |w—w,| < p- 

Sugerencia. Considere la función z=f-? (w) en el círculo |w—w | < р. 

819. Demuestre que, si en las condiciones del problema 815 
Е > 1, la función w=f (z) transforma biunivocamente una vecindad 
simplemente conexa del punto z, en un círcula -valente de centro 
en el punto w,. 

820. Extienda los teoremas demostrados en los problemas 818 
y 819 al caso en que el punto z, es un polo simple o múltiple de 
la función f (2). 

821. Demuestre que, si el desarrollo de la función / (г) en una 
vecindad del punto infinito es de la forma 

Ar As A 
[O Ad AR 1, 

existe una vecindad del punto infinito que puede ser conforme y 
biunívocamente transformada en un círculo univalente, si А, += 0, 
y k.valente, si А,= А, =... = A50 y А-0. 


INVERSIÓN EN SERIES 


822. Sea F(2)=2—a—uf(z) y sea f(z) analítica en el punto 
z=4. Demuestre, empleando el teorema de Rouché, que para jw] 
suficientemente pequeño existe un círculo K de centro en el punto 
z=a en el cual la función F (г) tiene sólo un cero (simple). Pruebe 
también que, siendo f (а) 5 0, cualquier punto de una vecindad del 
punto z=a puede ser un cero de la función F (2), si se escoge con- 
venientemente el valor de w. 

823. Sea 2=2(w) una función uniforme definida para valores 
suficientemente pequeños de |w | mediante la ecuación 2—a—wf (2)=0, 
donde } (г) es analítica en el punto z=a y f(a) +0. Demuestre 
que para [w| suficientemente pequeño y para toda función Ф (г) 
analítica en el punto z=a tiene lugar el desarrollo 


os жш ю@ iroj 


jugerancia, Si C es la circunferencia del círculo k en el que la ecuación 
—wf (2) =0 tiene solamente una raíz (véase el problema 822), tendremos 


ow _ DD а 
Тш] (0) 21) Loa) 


«Desarrol ahora el integrando en serie respecto а las potencias de w y estime 
о 


824. Demuestre, empleando las denotaciones del problema ante- 
> 
rior, la fórmula de Lagrange Ф (г) = Ф (а) + у 7 т 
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Deduzca de ella, en particular, el desarrollo en serie de Taylor 
para la propia función 2—2 (=). 

Sugerencia. Aplique la solución del problema anterior а la función 
Na (al. 


825. Desarrolle en serie respecto a las potencias de w cada una 
de las ramas de la función z (w) definida por la ecuación w= 22 -+ 2* 
(para una de las ramas 2(0)=0 y para la otra 2(0) = —2). 

826. Desarrolle en serie de potencias de w la rama de la fun- 


ción 2=2(w), definida por la ecuación w= ү, рага la cual 


БШ 


ión de los polinomios de Legendre 


Р P 1 д. 
P,,(2) a través de la función generadora 7357, (Véase el pro- 


blema 492), demuestre que Р, (2) = zr е (2*—1)"). 
Sugerencia. En las condiciones del problema 826, aplique la fórmula de 
1 A 


z 


Lagrange a la función Ф (2) = 


га 


828. La función 2=2(ш) se define еп una vecindad del punto 
w=0 mediante la igualdad о -ze"z, Desarrolle en serie de poten- 
cias de ш: 

1) 2(ш); 2) ez, 

829. Desarrolle en potencias de w la función 2-=2(w) definida 
en una vecindad del punto w= 0 mediante la ecuación de Kepler 


(а 0, ья, +27, ...). 

830*. Determine el radio de convergencia del desarrollo de г (ш) 
ohtenido en el problema anterior рага el caso еп que a=11/2. 

831. Demuestre la siguiente generalización del teorema de La- 
grange. Sean f(z) y q(2) funciones analíticas en una vecindad del 
punto а y sea С una circunferencia de radio г y de centro en el 
punto a tal que en todos sus puntos 

laf (z) + В (2)| < r- 

Si Ф (0) es una función analítica de la única raíz de la ecuacion 

2—a—af (2) —Bp(2)=0, se tiene 
атр" атп 


Ф) = Фа) + У у darr (Ф (a) 1 (0)]" [е (а)]"}, 


donde la suma se extiende а todos los valores de т y de n, a 
excepción de т=п=0. 


CAPITULO V 


DISTINTAS SERIES DE FUNCIONES 
INTEGRALES PARAMETRICAS 


$ 1. SERIES DE FUNCIONES 


En los problemas 832—841 halle los recintos de convergencia 
de las series indicadas. 

832. Y (2 tga) 833. Y (+7). ви. Y [Peto]. 
5 


ошо 


835. Y епт, 836. Y) 27.72, 837. 


КЕП 1 


a An е, г" 
Ба, > =p 0. У пя “a La DAFT AF 


842*. Demuestre que siendo la serie Ў) а, convergente, la serie 
«1 


az" Е у Я 
Y [755 converge siempre que |z| 1; en cambio, si la serie 


Y а, diverge, la serie Y 225, converge en el círculo de conver- 
т т 


gencia de la serie У а,2" у diverge fuera de este circulo. 
г 


843. 1) Desarrolle en serie de potencias Че г la suma de la serie 


Z}; halle el radio de convergencia de la serie obtenida. 


2) Demuestre que Y (т ер рага [2] < 1, donde 
т 
(п) el la cantidad de los números naturales menores que п у co- 
primos йел. 
Sugerencia, Haga uso de la conocida relación de la teoría de los números 


según la cual yọ (т) = т, donde л recorre los valores de todos los divisores 
de т, incluyendo 1 y т. 


844. Desarrolle la función (г) = У, = У е-*!"^ (Zeta es la 
a 
función de Riemann) en serie de Taylor en una vecindad del punto 
z=2 y halle su radio de convergencia. 


En los problemas 845—848 halle la suma de las series dadas 
(1215 0). 
1 


sam È (ram): 


z 
вив. Y aa" 


Sugerencia, Multiplique el numerador y el denominador por (1—2). 


мт. У шї: у= 
Mat "1% 

ho 

849. Demuestre las proposiciones: 


1) Para que la serie У f, (г) converja uniformemente en el conjunto 
1 


E es necesario y suficiente que para todo е > 0 exista un número 
М = М (e) tal que para todo n > М, todo 2ЄЕ y cualquier número 
ъв 
2 h 
PR 


natural p se cumpla la desigualdad <e. 


2) La convergencia uniforme de la serie D[f,(z)] en el con- 
e 


junto E implica la convergencia uniforme de la serie Ð f, (г) en 
КЕ) 


este mismo conjunto. 


850, Halle los conjuntos en los que convergen uniformemente 
las sucesicnes dadas: 


0 я): 9 (55): ®{ 


851. Demuestre: 

Para que una sucesión {f,(z)} de funciones continuas converja 
uniformemente en un conjunto cerrado y acotado E, ез necesario 
y suficiente que esta sucesión converja en todos los puntos de este 
conjunto y que converja continuamente en todos los puntos de acu- 
mulación del conjunto E, esto es, que cualquiera que sea la suce- 
sión de puntos 2, pertenecientes al conjunto E y convergentes 
hacia el punto z, se tenga 


lim fa E) =F C) 


En los problemas 852—856 halle los conjuntos en los que con- 
vergen uniformemente las series dadas. 


852. ЎА (+ 2). 853. Хеб. 


7 


т 1% 
Y gratna {з sen nz S sen nz 

ШАР? ma, 855. JO 802. 856. NA. 
= =! “ 


857. Demuestre que la serie $**; converge uniformemente еп 
= 
el círculo cerrado |z| <: 1. ¿Convergerá uniformemente en el círculo 
|2] < 1 la serie obtenida mediante su derivación término por tér- 
mino? 
m-t 
тп 


858. Demuestre que la serie 


converge uniformemente 


en toda parte finita del plano de la cual se han excluido círculos 
de centros en los puntos z=0, —1, —2, ... y de un radio p tan 
pequeño como se quiera. 

Demuestre también que esta serie no converge absolutamente 
en ningún punto. 


859. Demuestre que Іа serie ў = converge uniformemente еп 


el intervalo (—1, 0), mientras que la serie у converge en este 
=“ 
mismo intervalo pero no uniformemente. (Por consiguiente, la serie 


Y E по puede ser mayorizada en el intervalo (—1, 0) mediante 
una serie numérica convergente). 


Observación. Este ejemplo prueba que el criterio suficiente de convergencia 
iniforme de Weierstrass по es necesario. 
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860. 1) La serie 55 converge absolutamente para |z| > 
Lia 


>0 y largz|<ux/4 (estos valores de г no agotan todo el recinto 
de convergencia absoluta que, como puede verse fácilmente, se 
compone del punto z=0 y del exterior de la lemniscata | 1 +22|= 1). 
Demuestre que en el recinto indicado la serie converge no unifor- 
memente. 


Observación. Esto prueba que incluso la convergencia absoluta de una serie 
en un recinto cerrado no implica la convergencia uniforme. 


Dz 
rar 
= 
converge uniforme y absolutamente, pero no absolutamente uniforme 
(es decir, la serie compuesta por los módulos по converge unifor- 
memente). 


2) Demuestre que en este mismo recinto la serie 


861. Demuestre que, si la serie У |/, (г) | converge uniforme- 
A 
mente en todo recinto cerrado, interior de un recinto G, la serie 


УР, (2) 1 posee la misma propiedad. 
& 


$ 2. SERIES DE DIRICHLET Y 


La serie de tipo У) ane“*", donde a, son coeficientes complejos y An 
“| 
son números positivos tales que 
м <А <... y ИА, 


se denomina serie de Dirichlet de exponentes positivas. 

862. Demuestre que, si la serie de Dirichlet converge en el 
punto z, = х, 4- уь, también converge en todo punto del semiplano 
Rez > Rez, siendo además esta convergencia uniforme en todo 
ángulo [ага (2—2) | <0 < 1/2. 

Sugerencia. Aplique la transformación de Abel a la suma 

й М 
Narea dre data 
Le 
y haga uso de la desigualdad (a < b, z= x-+ iy) 


le-or e 


b 
z f e-t at 


e, 
X 


Ð En relación con el ciclo de problemas que se ofrece véase, por ejemplo, 
11, сар. ТУ, $ 2, n° 2]. 


к Зак, 1032 13 


863. Demuestre que, si la serie de Dirichlet converge absoluta- 
mente en un punto 2=2,, también converge absoluta y uniforme- 
mente en el semiplano Rez > Rezo: 


De los teoremas enunciados en los problemas 882 y 883 se deduce que el 
recinto de convergencia de la serie de Dirichlet (si es que existe) es un semi- 
plano Rez"> х, (хе = — оо), mientras que el recinto de convergencia absoluta 
(si es que existe) ез un semiplano Rez > xa (ta >— оо), con la particularidad 
de que la serie o bien converge absolutamente en toda la recta Rez= xa o bien 
ло converge absolutamente en ningún punto de esta recta. Los números х. у ха 
se Патап respectivamente abscisa de convergencia y abscisa de convergencia abso- 
Juta de la serie de Dirichlet. 


En los problemas 864—870 halle la abscisa de convergencia 
(х) y la abscisa de convergencia absoluta (x,) de las series dadas. 


Dr 


864. У\е-т'е-". 865, Y GP етін, 
806. yi ЫЙ, ҮҮӨ 
Vi 
867. У (—l)"e-ztmma, 868. }уу(—1у"е-г!тл, 
= А 
вво. У Мест rr. 870, У ететт", 
т 1% 
871. Demuestre que siendo lim у =0, se tiene 
t= x= Mm "14! 


872. Demuestre que siendo Tim 92 = 1, se tiene x,-—K, < l. 


En los problemas 873—877 analice la convergencia de la serie 
de Dirichlet en la frontera del semiplano de convergencia. 


873. Sy е-ї\їтт, 874. y enn, 
КЕП 


am, 876. Y E e-m, 


СЫ 


Sugerencia. Véase el problema 449. 


En los problemas 878 y 879 se consideran series de Dirichlet 
de exponentes complejos. 
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878. Supongamos que los números А, verifican las condiciones 
Inn ALCAN 
limh2=0 y Time =k < оо. 


Demuestre que para a < arg, < В la serie de Dirichlet conver; 
absolutamente en todo punto 2=х + гу, рага el cual se cumple 
la desigualdad xcosp—ysenq—k > 0 cualquiera que sea Фф de 
[a, В] y diverge en todo punto tal que para todo ф de [а, В] 


хсоѕф —уѕепф — < 0. 
879. Sea dada una serie arbitraria de Dirichlet У) a,e-%*. Sea 
= 


k(0,%) 


sión de todos los índices para los cuales p—a < arg àn, <q +0 
(si no existe una subsucesión (n,) tal que limargAnn =p, debe 


nl y k(9)=limk(p, a), donde {n} es la suce- 


tomarse А (q) = — оо). 


Demuestre que siendo lim! 


320, la serie converge absoluta- 


mente en el interior del recinto G cuyos puntos z=x-+ iy verifi- 
can para todo « la condición xcosp—ysenp—k(p) > 0 y diverge 
en todo punto que se encuentra fuera de G. 


$ 3. INTEGRALES PARAMETRICAS 


CONVERGENCIA DE INTEGRALES 

880. Demuestre el teorema: 

Sea C un contorno simple (cerrado o no cerrado) de longitud 
finita y sea f(x, z) una función analítica respecto a la variable z 
y continua respecto a т para todo z de un recinto D y para todo 
punto т perteneciente al contorno С. En estas condiciones, la fun- 


ción representada por la integral F (г) = | f(x, z)dt es una función 
ё 


analítica de la variable z y 


Е' (2) = f(x, 2) dr. 
г 


Si la integral ўл 2) dí es impropia, es decir, si el integrando es discon- 
č 


tinuo para algunos valores aislados т € C o el contorno de integración contiene 
el punto infinito, la definición de convergencia y de convergencia uniforme de 
tal integral es completamente análoga а las definiciones correspondientes que se 
dan еп el curso de análisis matemático. 
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881. Demuestre que para la convergencia uniforme de la integral 
$f(x, 2) ас en un conjunto E respecto a un punto т, оо del 


zontorno С es necesario y suficiente que cualquiera que sea e >0 
exista un número ô(e) tal que 


[Sres Jar |[<e 
а, 


рага todo punto г del conjunto E y рага todo arco С, del contorno 
С que pertenezca a una 5—vecindad del punto т, y que no con- 
tenga este punto ni en su interior ni en sus extremos. 

882. Enuncie y demuestre un criterio análogo de convergencia 
uniforme de la integral en el caso en que т, = со, Considere los 
casos en los que el contorno С no es acotado en una o en ambas 
direcciones. 


883. Demuestre que la integral { f(x, 2) ас converge uniforme- 
è 


mente еп un conjunto E si |/(, 2) 11% (9] рага todo punto z 
del conjunto E y si fro Jdr converge. 


884. Sea / (т, г) una función analítica respecto а z y continua 
respecto а т para todo punto z perteneciente а un recinto D y para 
los puntos т pertencienetes a un contorno C, salvo оо, puntos 
aislados del último, donde las condiciones requeridas de la función 
f(x, z) se alteran o bien para todos los puntos 2 o bien рага algu- 
nos de ellos. 

Demuestre que, si la integral impropia 


ғо = {16 2) dr 


уы uniformemente еп el interior del recinto D (es decir, en 
todo subrecinto cerrado del recinto D), la función F (z) es analítica y 


F' (2) = ¿Lar 
siendo la última integral uniformemente convergente en el interior de D. 


En los problemas 885—892 halle los conjuntos en los que con- 
vergen uniformemente las integrales indicadas.” 


885. T(z) = | етае (1710217190), 880, fe" dt. 
à ё 
887. a. вав, (аа. 889, ја. 


ы ene n 
вю. | E dt(c40). 891. { Фасо). 


la Н 


892. T Pat (040, =e), 


elo 


INTEGRAL DE LAPLACE 
La integral de tipo 


Jet ride, w 
è 


donde la función f (0) es integrable en el segmento [0, а] para cualquier posi- 
tivo a < co, se llama integral de Laplace, кы! == 


893. Demuestre las proposiciones siguientes: 

1) Si la integral (1) converge en el punto гг, converge en 
el semiplano Rez > Rez, siendo la convergencia uniforme еп el 
ángulo |arg(z—2,)| <0 < 7/2. 

2) Si la integral (1) converge absolutamente рага 2=2,, con- 
verge absoluta y uniformemente en el semiplano Rez > Re z,. 


З) Si Пт MOL- g, la integral (1) converge absolutamente 
гө 


en el semiplano Rez>f y uniformemente en {ойо semiplano 
Rez>fP+e(e >0) (construya un ejemplo de una integral de La- 
lace que sea absolutamente convergente en todo el plano y para 
а cual В = оо). 
4) Si lim "LOL a, la integral (1) no converge absoluta- 
1 
mente en ningún punto del semiplano Rez < а. 
De los teoremas, enunciados en el problema 893, se deduce que los recintos 
de convergencia y de convergencia absoluta de la integral de Laplace (si es que 
estos recintos existen) son unos semiplanos Rez > x. y Rez > xa; el número xe 


se Пата abscisa de convergencia y xa se llama abscisa de convergencia absoluta de 
la integral de Laplace, 


En los problemas 894—900 halle x, y x, para la integral 
(есер) at, donde f(t) es la función dada. 
р 


894. F(t)=1. 895. }()=е-". 896. (1) =е". 
е-“ рага 02 < 11113 y 
їп1п 2Ё <t < 1а 1а (22-1) (k=2 3, ...) 
897. /(0=4 __„-" para іп п (2241) << < in п (2k +2) 
(6=1, 2, ...). 
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e" para 0 < 1913 y п1п2й<!< 
898. [()= <td: @=2,3,...) 
63% para InIn(26 4 1) <t < inin (24 2) 
к=, E 
e” рага O0<1<inin3 y inin <t < 
<inin(%+1) (k=2, 3, ...). 


899. /(0=\ —e para Inin (2+1) < < Inin (2k +2) 
@=1,2,...). 
өю. j= © Pa т@#—1)<< Ine (k=l, 2, 


| —e рага т2Ё«с/<1п(@2Е-Ь1) k=l, 2, ...). 
En los problemas 901—904 analice la convergencia de las inte- 


grales de Laplace jon (t) dt en la frontera del semiplano de con- 
vergencia. 
901. f(t) = 1. 902. F(£)=0 para0<1< 1, Ft) =1/8* para t > 1. 
к: pa O para 0<1<1, f(t)=1/t рага! >1. 


Los рага t=0, F()=1 рага 0<(<1 y para t>1 
по? нА "de ine ы modo siguiente: 


paf POHL si CRI" < 1+1 ол 
ТОО = 91, si 0 еф 41р (#=1, 2 


CAPITULO IV 


PRODUCTOS INFINITOS. 
FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORFAS 


$ 1. PRODUCTOS INFINITOS 
En los problemas 905—911 demuestre las igualdades dadas. 


905. П (i —=)= эов. П (1 e E 


azi 


үе) 


г, donde C= lim " (У, з=) es la cons- 
i 
tante de Euler. 


sna 
a 


912. Demuestre que Ü cos- $= 
Sugerencia. Demuestre primero la identidad 


sen ф = 2* sen ¿E 


914*. Demuestre la fórmula de Wallis =] (725 z244) 


915. Demuestre que, tomando como de costumbre —л < arg р, S< л, 


el producto infinito [] р, converge y diverge a la vez que lz serie 


Y np. 
= 


916. Examine si sigue siendo válida la afirmación del problema 
anterior cuando se conviene en que 

1) O<argp, < 2л; 

2) a © агар, «= ®--2л(— 2л < a < 0). 

917. Demuestre que para la convergencia absoluta del producto 


infinito п (1+a,) (es decir, рага la convergencia absoluta de la 


serie 3 In (1+a,) es necesario y suficiente que la serie Žo con- 
verja “absolutamente. 


918. Los productos II р, y П 9, convergen. Analice la con- 

л A 
vergencia de los product 
D M ta) 2 П oak 39 Ц ль 4% П е. 


Еп los problemas 919—923 investigue з convergencia у la соп- 
vergencia absoluta de los productos dados. 


эпо. 1 [p 4] 920. JẸ лс. 


ña azi 


эл. П [14] 0>0). 922. П (1+2)0>0. 


923. ñ соз 2,, si se sabe que la serie Ў) [z, 
пз = 


converge. 


924. Demuestre que en el interior del círculo unidad 
П a+ 
azo 


con la particularidad de que el producto converge absolutamente. 
En los problemas 925—933 halle el recinto de convergencia de 


los productos. 
925. П (1—27). 926. П € ++ 927. й —&) я 


os. (a. 


эзо. Ц cos. 


ñ=1 


933. II (1 +c,2), si se sabe que la serie X |с„| converge. 
лә =. 


934. Demuestre que el producto 


й [! +e (nr= er inn) 


converge еп el semiplano Rez > 1/2 y converge absolutamente en 
el semiplano Rez > 1. 


935. Sea {/„(г)} una sucesión de funciones analíticas еп un 
recinto G, con la particularidad de que todas estas funciones, a ex- 
cepción de un número finito de ellas, no se anulan en el recinto G. 


Demuestre que la función F(2)=]I [1+f,(2)] es analítica en el 
asi 
recinto G, si [/, (2)| <a, para todo z€G, donde а, no depende de 
z, y si la serie У) a, converge. 
A 


En los problemas 936—939 se establecen algunas de las propie- 
dades de la función Gamma qee se desprenden de su definicion 
como límite de un producto infinito (véase, por ejemplo, [1, cap. 
VII, $ 4) o [2, cap. VII, $ 1)). 

936. Demuestre que el producto 

за 


пеной (E) (EE) e) 


converge absolutamente en todo el plano, a excepción de los valo- 

res de z iguales a los números enteros negativos, y representa una 

función analítica en todo el plano, salvo los puntos z= —1, —2, ... 
937. Demuestre la fórmula de Euler 


Р пі п“ 
To= Ит «ктуу рау ("= 


ez inn) 


y pruebe que: 
1) T (z+ 1) =2F (2); 
2) T(m+1)=m!, donde m es un número natural. 
938. Demuestre que 


п(а+В+п) Tatie Da B 
am ata) л) (a+B+1) Е 
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939. Demuestre la fórmula de Weierstrass 


З 1 (1+ 
rep п +). k 
donde C es la constante de Euler. 
Sugerencia, Haga uso de la solución del problema 910. 
940*. Sea Pas Par +-+» Pa ++» la sucesión de todos los números 


(р,=2, р, =3, р,=5 Эу sea = Дата о) 1а 


función Zeta de Riemann analítica еп el semiplano Res > 1 (véase 
el problema 844). Demuestre que: 


0 == —: 
Ц uo» 


2) la función t(s) no tiene ceros en el semiplano Res > 1. 


Observación. Existe una amplia bibliografía dedicada al estudio de la función 
Zeta. Véase, par ejemplo, la monografía: E. C. Titchmarsh, The theory of the 
Riemann Zeta-function, Clarendon Press, Oxford, 1951. 


941%. Demuestre que la serie y р, donde (p,) es la sucesión 
ni” 


de los números primos, diverge. 


$ 2. DESARROLLO EN SERIES DE PRACCIONES SIMPLES Y EN 
PRODUCTOS INFINITOS. SUMACIÓN DE SERIES 


942. Sea f(z) una función meromoría de polos машы еп los 
puntos а,, а, ..-, Ga, + >=, donde 0 < |а, |< |а,1<.. а, = о. 


Sea A, el residuo de la función f (z) respecto al polo а, E A AOR P 
Supongamos que existe una sucesión de contornos cerrados С„ que 
verifica las condiciones siguientes: 

1) Ca по pasa por ninguno de los puntos а„; 

2) cada contorno C „ está contenido en el interior del contorno С„,,; 

3) la distancia minima entre el contorno С„ y el origen de coor- 
denadas (designémosla mediante Ra) crece sin límite cuando т— оо; 

4) la razón entre la longitud L, del contorno С„ y К„ se man: 
tiene acotada, es decir, 2, =0 (Rn) 

$) máx |[(г)| =о(Ё„) Ua condición 5 se cumple obviamente sí 

тес 


la función f (г) es acotada en todos los contornos С„). 
Demuestre que en estas condiciones tiene lugar él desarrollo de 
la función f(z) en fracciones simples 


He) =H0)+ A 
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y que la convergencia de la serie será uniforme en todo recinto cerrado 
que no contenga los puntos a,, si bajo el signo de la suma se agru- 
pan los sumandos correspondientes a los polos comprendidos entre 
Ca y Can (m=1,2, ...). 

Sugerencia. Aplique el teorema de los residuos a la integral 

TY 

зч) $03) 
y pase al límite раа m0. 

Observación. En relación con diferentes generalizaciones del teorema enunciado 
véase, por ejemplo, [1, cap. IV, $ 4, n° 1]. 

En los problemas 943—950 demuestre la validez de los desa- 
rollos. 


Ly _ 2 LAY Ena 
из. clar 94. а =й. 
т т 


` 2z 1 ip" (2л—1) 
945. tg2=)Y, UD г. 946. n=" A [eos + 
т Ек па [| 
947. "oD е" 948. аз рл. 
2 
z CI _ дз 1 w 
iii = шш HL рона 95е. senta, La пл)? 


951. Sea f(z) una función entera de ceros simples en los pun- 
tos аз, а,, -s Gp, ..., donde 0 < |а, |< [а,|<... y lim a, =. 


Supongamos que existe un sistema de contornos (C,) que verifica 
las condiciones 1), 2), 3) y 4) del problema 942 y tal que 

O) 
Fe 


тах =| 
Hira 


|[=0 (Ra). 


Demuestre que en todo el plano tiene lugar el desarrollo 


=. 


е 
к=к П (1—2) 


En los problemas 952—958 demuestre la validez de los desa- 
rrollos. 


а z 
952. senz=211 (1 


и"! В +]. 
956. 1-0 П (аба 


)- 
957. еї: —е®ї = (а—Ь)гез reari fi [+ 


nr 


958. ch2—cos2==*]] (+ за). 


лез 


959. $еа 16, una función meromorfa con un número finito de 
Am que no coinciden con ninguno de los puntos 

Demuestre que, si existe una sucesión de con- 
tornos ej que tienden al punto infinito y tales que 


lím } Рб) ctg nz dz =0, a) 
nrod, 
entonces 3) поа, res [f (2) ctg 12 Jamas» 
nn a 


960. Demuestre que, si en las condiciones del problema anterior 


la condición (1) es sustituida por la condición lím pas =0, 
naeg 


entonces 


¿E отоо 8], 


En los problemas 961—968 halle la suma de las series suponiendo 
que el número a es tal que ninguno de los denominadores se anula. 


S cy 
‚оё. р> La s02. D apap 9883. Lor 


964. $ 1. os. У. 0. 966. y y 


PES mF 
n=0 Ы Же 


967. Y, — (k es un número natural). 
E 


КЕП 


Sugerencia. Demuestre primero que, si z=0 es un polo de la función / (2), 
la fórmula para la suma de la serie establecida en el problema 959 sigue siendo 
válida, siempre que en su miembro de la izquierda la suma se extiende a todos 
los valores de n desde— о hasta-+0o, salvo el valor n=0. Para calcular 


res [Ж “| amo “onvierie emplear el desarrollo del problema 487. 


968. Уу(—1)" pee n< b< a). 
a 


Sugerencia. Н; de la integral ds de t 
sugerencia. мо о de lote caes (Ca м ша йш 


del problema 960). 
969. Demuestre que 


0) Узай 


FIG. 30 


Sugerencia. Haga uso de la integral | Al donde С, es el 


contorno que limita el recinto biconexo indicado en la fig. 30. 


$ 3. CARACTERSTICAS DE CRECIMIENTO 

DE FUNCIONES ENTERAS © 
Sea f(z) una función entera y sea M()= máx 1/()| El número 
E Inin Mgr) 


p= Пт 


1 se Пата orden de la función entera.Si 0 < p < œ, el número 


D En relación con los problemas de este parágrafo véase Б. Я. евин, Рас" 
пределенне корней целых функций, Гостехиздат, 1956 (Levin B. Y., Distribu 
ción de raíces de funciones enteras), asi como [1, сар. УП, $ 1]. 
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o= Tim se llama tipo de la función. Si о =0, se dice que la función 


п МЮ 
o т 
f (2) es una función de tipo minimal; si 0 = о, se dice que la función f (z) es 
una función de fipo maximal; si 0 < Ø < оо, se dice que la función f (z) es una 
función de tipo normal. 


970. Demuestre las proposiciones siguientes: 

1) Si p+ оо y o+ son el orden y el tipo respectivamente 
de la función f(z), para cualquier e > 0 se puede indicar un nú- 
mero А (e) tal que para г >R son válidas las desigualdades 

MILE y М() Сеет. 


Se puede indicar también unas sucesiones de números (r,) 
y (rs) convergentes hacia el infinito para las cuales 


Mid >er y Mr) > ear, 
2) Si para algún número natural Ё se tiene 
Tm MO - 


0< 1 < оо, 


ra rr 


f(z) es un polinomio de grado k (>. рог consiguiente, existe 
lím m2). 
roma rh 

Sugerencia. Haga uso de las desigualdades de Cauchy para los coeficientes 


de la serie de potencias f(z) = У) cnz". 
& 


Si f(z) es una función entera transcendente, se tiene 
ЖШ 
Шт тар = 
Еп los problemas 971—983 determine el orden у el tipo de las 
funciones indicadas (л es un número natural). 
WEAR ETA 
972. ез" (а > 0). 973. 200%. 974. 21: — 
975. еъ Зет". 976, e0-0*, 977. senz. 


978. chz. 979. e*cosz. 980. cosV 2. 


es. Уш (т ез un número natural). 982. e“. 
i 
983%. [est dt. 
è 
984. Una función entera f(z) es de orden р y de tipo 
o(0<0< оо). Demuestre que la función P (z) f (2)+Q (2), donde 
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PO y @(г) son polinomios cualesquiera, es también de orden p y 
de tipo о. 

985. Las funciones enteras f, (z) y f,(z) son de orden p, у Pa, 
р, 52р, respectivamente. ¿Qué se puede decir acerca del orden p* 
de las funciones f, (2) /, (г) y fı (2) + fa (2)? 

986. Las funciones enteras f, (г) y f, (2) son de un mismo orden p 
y de tipo о, у 0,, 0,0, respectivamente. ¿Qúe se puede decir 
acerca del orden р* y del tipo о" de las funciones: 

1) fa (2) fa (2), 2) fa (2) + fa (2)? 

987. Las funciones enteras f, (г) y f, (2) son de un mismo orden р 
y de un mismo tipo о. ¿Qué se puede decir acerca del orden p* y del 

ро о* de las funciones: 


DAMA, 2) Һ(г)+1Ь(2)? 
988*. f(2)= u(i- 


=a 50, Tm g =b< ә. 


Demuestre que f(z) es una función entera de primer orden y que 
su tipo о es tal que ла < o< nap. 


989. /()= П (1—8). А20 (11, 2, ...), 2k es un nú- 
e х 
mero natural. Demuestre las proposiciones: 


1) si lim 2. — 0, entonces / (2) es una función entera que crece 
no más rápidamente que una función de orden k y de tipo mínimo; 


2) si lim = о y sl эж < œ, entonces f (2) es una función 
пә da AR 


1 
que crece по menos lentamente que una función de orden А у de 
tipo máximo. 


Sugerencia. Haga uso del método de solución del problema anterior. 


990*. Demuestre que el orden y el tipo de una función entera 
no varían al derivar la función. 


Resuelva los problemas 991—998 basándose en el teorema si- 
guiente, 
Si el desarrollo de una función entera en serie de potencias es 


de la forma Ё (2) = У) c,2", entonces el orden p y el tipo о de esta 
a 
función se determinan por las igualdades 
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91. Demuestre que la función entera 


=н 
= EE (4>0, «> 0) 


es de orden p= l/æ y de tipo о = Ач. 
Sugerencia. Haga uso de la fórmula de Stirling 


гел) (27) Улап [+0 (D) A 


En los problemas 992—998 halle el orden y el tipo de las fun- 
ciones dadas. 


992. f(2)= р> 4y- 993. f(z)= È EE z" (а> 0). 


"ул, 


994. (2) = E (==) (a>0. 995. f= 5 


996. f (2) У (а> 0). 997. f= У 


azo 


998. 2J, (2)= Lam (у>—1; J,(2) es la función 
de Bessel de v-ésimo orden). 


Si p es el orden de la función entera f (2) (0 <р < œ), la función А (Ф) = 


= im “nl Peen] se llama indicatriz de crecimiento de la función f(2). 


En los ps 999—1005 halle el orden p y la indicatriz 
h() de la función correspondiente. 


999. e". 1000. e*-+-2*. 1001. senz. 1002. cosz. 


1003, chz. 1004. e**. 1005. жу, 

1006. La función entera f (г) tiene la indicatriz һ(ф) y Р(г) es 
un polinomio, ¿Cuál es la indicatriz Һ* (ф) de las funciones 

1) f (2)+P (ә), 2) Hz) P (2)? 

1007. Sea P (z) un polinomio cualquiera. Dé un ejemplo de una 
función entera f (2) (de orden finito diferente de cero), cuya indicatriz 
һ(ф) es igual а cero en cierto intervalo, mientras que la indicatriz 
de la función f(z)+P (z) es negativa en ese mismo intervalo. 


CAPITULO VII 


INTEGRALES DE TIPO DE CAUCHY. 
FORMULAS INTEGRALES DE POISSON 
Y DE SCHWARZ 


$ 1. INTEGRALES DE TIPO DE CAUCHY 


La integral de forma 
1 (0а 
tz” 
donde С es un contorno suave ® (cerrado o no cerrado) y @ (Ç) es una función 


continua en el contorno С, a excepción, posiblemente, de un número finito de 
puntos, donde tiene discontinuidades integrables, se llama integral de tipo de 


Cauchy. La función q ({) se llama densidad y ES núcleo de la integral. La 


integral de tipo de Cauchy representa una función F (2) analítica en todo recinto 
que no contiene puntos del contorno C. Además 


Fm EA w 


Supongamos que q (ф) verifica en el contorno С la condición de Lipschitz de 
orden а (0 < a < 1) (brevemente, q (1) E Lip a), es decir, 


196) — E (E) | < 16—619, 
donde los puntos Ey y Ea pertenecen al contorno C y № es una constante. En 
estas condiciones, si el punto ĉo del contorno no es un extremo suyo, existe la 


integral singular 
#4: 
2) ito” 


definida como el valor principal de la integral de tipo de Cauchy. 


к= 


D Entendemos por contorno suave una curva simple (es decir, que no se 
interseca consigo mismo) con una tangente que varía continuamente y sin puntos 
de retroceso. Cabe señalar que las condiciones impuestas al contorno C pueden 
ser considerablemente ampliadas. Véase И. И. Привалов, Граничные свойства 
аналитических функций, М.—Л., 1950 (Priváloo 1. /., Propiedades de frontera 
de funciones analíticas). Se pueden considerar también contornos compuestos 
por un número finito de contornos del tipo señalado. 


9 Зак. 1032 19 


Este valor principal se puede expresar a través de una integral impropia 
corriente mediante la fórmula 

ТТС o) i—i 

"9-а Dpat pth Ln а а, 


(2) 


donde los puntos es b son los extremos del contorno C, si éste no es cerrado. 
La rama uniforme de Ln se escoge de manera que en el caso de un contorno 


cerrado (a=b) el término con el logaritmo desaparezca y la fórmula adquiera 
la forma 


F IS + ato. w 


Si designamos mediante F* (£o) y F- (to) los valores frontera de la inte- 

gral Р (2) de tipo de Cauchy cuando г —» ĉo por la izquierda de С y por la 

derecha, de C respectivamente, tendremos” de acuerdo con las fórmulas de 
jots! 


F+ =F EAH Po | 
o 


F- ta =F CIF P o) 
o bien 
Fito =g IF RHF- Go 


F+ (Lo) —F= (go) =Ф (00). 4) 

Si Сез contorno cerrado que se recorre como siempre, Р» (£) son los valores 

frontera de la función Р+ (z) definida en el interior del contorno (recinto D+), 

mientras que F~ (2) son los valores frontera de la función F~ (2) definida en el 

estrias ЕЛ е (recinto 0-) 0. Véase, por ejemplo, [1, сар. Ш, $3] о 
, cap. Ш, $ 3). 


1008. Demuestre que, si C es un contorno cerrado y la densidad 

de la integral de tipo de Cauchy D(2) =zi | $É} dt puede ser re- 
ё 

presentada еп la forma Ф (0) = Ф? (2) +9” (E), donde ф* (5) y Ф (5) 


son los valores frontera de las funciones analíticas en el interior y 
en el exterior del contorno C respectivamente, entonces 


Ф» (2) =9* (2), 07 (2) = — Ф- (2) +09” (оо). 


Observación. Si en las condiciones del problema una de las funciones ф- о 
Q+ es idénticamente igual a cero, la integral de tipo de Cauchy se convierte еп 
la Integral de Cauchy para el recinto interior o el recinto exterior respectivamente. 


1009. Sea C un contorno cerrado. Halle F* (г) у F-(2), si la 
densidad de la integral de tipo de Cauchy es la función dada (n es 
un número natural): 

) Ф@=@—@% 2) Ф(@= 3 (a en el interior de C); 


3) Ф(0) = (а еп е1 ехіегіог йе С). 


1 А este mismo caso se reduce aquel en el que el contorno es una curva 
infinita que divide el plano en dos recintos. 
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1010. Halle F+ (2) у F- (2), si: 

1) la función p(t) es el valor frontera de una función analítica 
en todo punto de D+, a excepción de un número finito de puntos a, 
donde ella tiene polos; 

2) la función Ф (0) es el valor frontera de una función analítica 
en todo punto de D”, a excepción de un número finito de puntos Aj, 
donde ella tiene polos (entre los puntos a, puede figurar el punto 
2=00). 


1011. Halle F+ (г) y F- (г), si 


-2 
In 
repr ES 
y С es la circunferencia |$|:=3/2. 


1012. Halle Е+ (г) y F-(2), si Ф(0) = сіс y С es el circun- 
ferencia |$ |= 5. 


1013. Halle F+ (2) у F- (2), si #Ф@=вт у С es el eje real 
recorrido de la izquierda a la derecha. 
Observación. Por la integral de tipo de Cauchy tomada a lo largo del eje 


real һа} a ах se comprende su valor principal, si esta integral 


diverge en el sentido corriente. 


1014. Halle F+ (г) y F- (г), así como los valores frontera F* (E) 
sobre el contorno de integración C, si С es la circunferencia |¢|=R 


y o()=2+2 (a, cosn0-+b,senn0) es la serie de Fourier uni- 
= 


formemente convergente de una función real эр (6) = ф(Ке®%), 


1015. 1) Sea C 1а circunferencia |E|=5/2 y sea f ($) una función 
analítica en el círculo [|< 1/2. Halle las funciones definidas me- 
diante las integrales 


9 f Ogea d, o E, 
è 


en los recintos cuyos puntos z poseen la propiedad de que ninguno 
de los puntos z-+kx (k es un número entero) pertenece а С. 

2) Resuelva los problemas planteados en el punto 1) suponiendo 
que C es la circunferencia |{|=л. 


1016. Sea С el segmento [—1, 1], recorrido de la izquierda а 
la derecha, y sea ẹ(¢)= 1. Halle F(z) еп el exterior de С, los 
valores frontera F*(£) y el valor principal F (¢) sobre С. Calcule, 
en particular, Р(-Ей, F*(0) y F(0). 

1017. Sea С la semicircunierencia || = R, 0 < ага$ < л (con el 
origen en el punto R) у sea ẹ(¢)= 1. Halle Е (г) en el exterior 
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de С, los valores frontera F*(£) y el valor principal F (0) sobre С. 
Calcule, en particular, F (0), Е (iR) y F (iR). Halle también F’ (0). 

1018. Sea С la semicircunferencia || =R, —n < агар <0 
(con el origen еп el punto R) y sea q(%)=1. Halle F (2) en el 
exterior de С, los valores frontera F*(£) sobre С, Е(0) y Е' (0). 


1019. Sea p (0) = + la densidad de la integral de tipo de Cauchy. 


Halle F (2) en el еке ДЕ. abel cartero Сеа сова ы: 

1) la frontera del anillo 7 < |2] < R; 

2) la recta Imb = л recorrida de la izquierda а la derecha; 

3) la frontera de la franja |1тг| < 

4) la semicircunterencia (01-2. Ò ага < я (con el origen 
en el punto R); 

5) la semicircunferencia |¢]= R, —n < аге < 0 (con el origen 
en el punto R) 

En los puntos 4) y 5) halle los valores frontera F* (£) sobre С 
y calcule F (0). 

En los problemas 1020—1025 halle F (2) en el exterior de C, 
suponiendo que el contorno С es un arco que une los puntos a y б 
y que Ф (5) es la función dada. 

1020. Ф (0) == 1. 1021. p(2)=%. 1022. 1) ф(0) =": 2) Ф(0) = 


= Šent" es una función entera. 
е 
1023. o) =z; (2 € С). 


1024. o= gy e Є ©). Calcule, en particular, F (20). 
Sugerencia. Haga uso de la igualdad 


(TIO TO) 
а өре y 
1025. Halle F+ (2), F- (2) y los valores frontera Р (t), si С es 
Ја circunferencia |¿|=R y 20 es la función logarítmica definida 
por las condiciones: 
1) Ф(0) == А іф, —л<ф<л 
2) Ф (6) =Int=InR+ip, OKP < 2л. 
Sugerencia. Considere el contorno compuesto de la circunferencia |z] =R 
un corte а do largo del radio [— R, ©] еп el primer caso y a lo largo del 
Fadio [0, RI en el segundo caso. 
ón. Si no se fija de antemano la rama del logaritmo; pero, se requie- 
re su prolongación continua a Jo Jargo del contorno de Integración, la integral 
derá de, la selección, del punto inicial de integración. Véase también la 


suverencia y los ejemplos de la pág. 59. 
1026. Halle Р* (2), F- (2) y los valores frontera F* (£) sobre C, 


si (0 = г + y el contorno С es: 
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1) la circunferencia [2] =R(R > 1); 
2) la recta Іт {1 recorrida de la izquierda a la derecha. 
1027. Halle F(z) y los valores frontera Р“ (5) sobre С, si 


w(«)=In¿3 y el contomo C es la semicircunterencia [E] =R 


(R> 1), д <ага < л (соп el origen en el punto R). 

1028. Halle Р+ (2) y F- (2), si Ф) = У 0 <а У <л) yC 
es la circunferencia |¿[=1. 

En los problemas 1029—1031 halle F* (2), si C es un contorno 
cerrado, los puntos a у b se encuentran en su interior y Ф (f) es 
una rama uniforme de una función multiforme definida en el ex- 
terior del corte que une los puntos a y b y se encuentra en el 
interior del e ES 


1029. Ф (0) =1п Ёё (Ln 1=0). 


3 = 
1080. p= y 8 (605) +0). 


Sugerencia. Para calcular la integral а lo largo del contorno que rodea el 


corte, desarrolle pa еп una serie de potencias de + e 


1031. 9) = Са 0 (EN, 1). 


1032. Halle F* (z), si el contomo С es cerrado, el punto а 
pertenece al recinto D+, el punto b pertenece al recinto D- y 


9()=Ln ip =0) es una rama uniforme definida en el ex- 


terior del corte que une los puntos a y b e interseca el contorno С en un 
punto to. 


Sugerencia. Agregue а C el corte a lo largo del arco fo a, si z pertenece al 
recinto D+, y a lo largo del arco фу), si z se encuentra en el recinto D~. 


1033. Demuestre la validez de las igualdades (0 <А < 1): 
i 
ПРЕ" = 
ny A 1-0) ео 


2) $ [1 3) costa] (сє (0, 1). 


Sugerencia. Con el fin de obtener la primera fórmula considere la integral 
à A 
de Cauchy эя} (5 4 ) E ‚ donde ($) es la función uniforme en el 


1-2 ga 


plano con el corte rectilineo a lo largo de [0, 1] e igual a 1 en el œ y C es 
1а frontera del recinto biconexo formado por el circulo И < R (R > 1) con un 
corte a lo largo del segmento [0, 1]. La segunda fórmula se obtiene de la pri- 
mera empleando las fórmulas de Sojotski. 
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1034. Calcule la integral singular 
А 
1 Е] 
1 Ина (кр, 
A 
1035, Halle las integrales 


р (а е Elo, 1р; 


, 
2) ¡m4 LG (elo, 1). 


$ 
1036. Consideremos la integral singular 


Fe =a тате 0 о < 1). 


donde C es un arco que une los puntos a у b, fẹ es un punto de 
este arco y (т—)7 es una rama uniforme en el plano con un 
corte que une los puntos £, y el oo. Si el punto f, coincide con 
uno de los extrerhos del arco С, aceptaremos que el corte pasa por 
todo el contorno С; en cambio, si el punto t, es interior, el corte 
lo llevaremos a lo largo del arco (4, b) del contorno C. Demuestre 
las proposiciones siguientes: 
1) En una vecindad del punto a se tiene 
ЖЫ 


Fla a) = a CTD HF (2) (28 С), 
Ей, а) = E (a) 14, (0 (ЄС), 


donde F, (2) es una función analítica en una vecindad del punto a. 
Sugerencia. Considere la diferencia 


1 de eir ч 
no-m | аргане ы 


Y» empleando las fórmulas de Sojotski, demuestre que F, (2) será una función 
analítica en una vecindad del punto a. 


2) En una vecindad del punto b se tiene 
Fla D= 0) 14 FS (2) (ЄС), 


F(t, у= A 11) (ЄС), 


donde Р, (2) es una función analítica en una vecindad del punto b. 
3) En una vecindad de un punto interior г, del contorno C se tiene 


F (2, t)=(2—1)71+F, (г) a la izquierda de C, 
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F(z, t)=F, (г) а la derecha de С, 
Flt, а) Ut) HF, (t) si ЄС, 


donde F,(2), Р, (2) у Fu(z) son analíticas en una vecindad del 
punto to. 
1037. Analice el comportamiento de la integral de tipo de 


Cauchy 5 М 
zaf i 


cerca de los puntos z= —R y z=R, si C es la semicircunferencia 
151=А (А> 1) perteneciente al semiplano superior (con el origen 
en el punto R). 

Sugtrencia. Véase el problema, 1037. 

Observación. Sobre. el comportamiento de las integrales de tipo de Cauchy 
ске e a тор singular véase H. И. Мусхелишвили, Сингулярные интег- 
ральңые уравнения, Физматгиз, 1962 (musieli iot N. 1., Ecuaciones integrales 
fing mares) e . 1.оФ. Д. Гахов, Краевые задачи, Физматгиз, 1963 (GáJoo 

lemas de frontera), сар. 1. 


$ 2. INTEGRAL DE DIRICHLET, FUNCIONES ARMONICAS, 
POTENCIAL LOGARÍTMICO Y FUNCION DE GREEN 
La integral 
D)= SẸ (ut + ajax dy 
© 


se Пата integral de Dirichle! y la integral 
D (u, о) =$ Í ао + uyoy) dx dy 
© 


es su forma bilineal correspondiente. 


1038. Demuestre las siguientes propiedades de la integral de 
Dirichlet y de su forma bilineal correspondiente: 


1) ро (0+ ups dy (=x+ iy=re0); 


2) D(u) y D(u, о) son invariantes respecto a las transforma- 
ciones conformes del recinto C; 

3) D*(u, v) < D (u) D (v) (el signo de igualdad tiene lugar sola- 
mente en el caso en que и/о = const); 
и 4) si f(2)=u-+ iv es una función analítica en el recinto С, se 
¡ene 


D()=D(9)=D()=Sf1F()1*dxdy. 
j 


¿Cuál es en este caso el significado geométrico de D (f)? 


1039. Empleando la fórmula de Green 


{алаад рц, 9-е 
© 
(n es la normal exterior; А es el operador de Laplace) demuestre 
las siguientes propiedades de las funciones armónicas и, u, y и, 
(о es la función conjugada de ш): 


1) ро {а= f udes 2) (а= (4-0 
č è 


3) si u, =u, sobre C, se tiene u, =u, еп б; 
Эп = 92 sobre C, se tiene и, —и, = const en G. 


1040. Demuestre que si u es armónica en el círculo |z| < y 
continua en el círculo cerrado |2| < А, se tiene 
эл 


u (0) = | u (е8) 46 = се g u(rels) r dr dọ. 
Б 


MER 


Jids=0 se deduce que la integral $ udp 


=, 
по depende de 7; halle su valor pasando al limite рага г -+0 y pase después al 
limite рага г += R. 


Sugerencia. De la igualdad ү 


1041. Las integrales de tipo 


Soc; jdn, (оар 


MAA 
Н ai 


(6=E+ in, n es la normal a C) se donominan respectivamente po- 
tencial logaritmico, potencial logaritmico de una capa simple y po- 
tencial logaritmico de una capa doble. 


Compruebe las siguientes igualdades: 


a А si |z| >R 


@= Ает), 
тр, si іе 


1 si fz[>R, 
кёпае-{ Гат 


+ (40l si [z[< В; 
та Sy daet 


(la normal л se toma hacia la izquierda respecto al recorrido de С); 
аа 1 Ф зі Ітг> 0, 
sy (in а= 
3 к-а —ọ, si Imz <0, 
donde ẹọ (0< Фф < л) es el Angulo bajo el cual se ve el segmento 
(—a, a) desde el punto z(a > 0). 


Se Пата función de Green g(x, y, E, 1) (brevemente, g(z, E), z=x-+ iy, 

EM del problema de Бе! para ы recinto 0 una funión armónica 
Кодо T ambos pares de las bles x, y y E, т que es igual а cero en la 
frontera del recinto б, tiene una кеин НАЗИ 


gl, = р, Fem función armónica. 


La función de Green es dos respecto a sus argumentos, es decir, g (z, Ç) == 
=g (0, г) (véase, por ejemplo, (1, cap. VI, $ 1, n*6). 
1042. Enuncie el problema de Dirichlet para una función armó- 
nica equivalente a la determinación de la función de Green g (z, £). 
1043. Sea w= f (z, E) una función que transforma conformemente 
un recinto simplemente conexo de Jordan С en el círculo |w|< 1 
de manera que /($, 5) =0 (ЄС). Demuestre las relaciones 
giz 5) = — а/г, Dl. (1) 
ge p= nj 9 
donde А (2, $) es la función armónica conjugada de g (2, $). 
1044. Empleando n relación (1) del problema 1043, halle la 
función de Green g (2, $) para los recintos siguientes: 
1) para el círculo |z| < R; 2) para el semiplano Imz > 0; 
3) рага la franja 0 < Іт2 < 1. 
1045. Demuestre las siguientes proposiciones (п es la normal 
interior, y, es la circunferencia |z—¢] =r): 
1) Si u(z) es continua cerca de Е se tiene 


де (2, 0) 
lím p (7) 229. 0 ds = 2л (u, 2). 


2) Si u (2) es continuamente diferenciable cerca de z=¢, se tiene 
ит fee, Юу ds=0. 
ES 


3) Si u (2) es armónica en G y continuamente diferenciable sobre C, 
se tiene 


“= а) 6:0 40260). 
è 


Sugerencia. Pase al limite pa r +0 еп la fórmul: 


Го) (ezo) e 


ГА 


$. 3. INTEGRAL DE POISSON, FORMULA DE SCHWARZ, 
MEDIDA ARMONICA 


Si la función real и (0) =ш (R, 0) está definida y es continua a trozos sobre 
la circunferencia {= Већ (0<0 < 2л), la integral de Poisson 
л. 


= ARO 7 0 
apeu 9а | +) RAROS OF Mm 


determina en el círculo |z| < R (2=rel=) una función armónica que en los puntos 
de continuidad de u (E) toma valores frontera iguales a 4 (5): 


Mime (2) =u О) 
(к — £ a lo largo de cualesquiera caminos no tangentes). La función correspon- 


diente / (2) =u-+ io, analítica en el circulo |z] < R, se determina mediante la 
fórmula de Schwarz: 


эл 
гое ES atwo 


(о (0) es un número real cualquiera). 


1046. Demuestre las proposiciones siguientes: 
эл 


1 ( кат ЕА 
1) зк | астат rrpp 47 1: 


эл 
2) u(r, 9)—u (R, 9) 106 0)—u(R, 9] х 


RA | 
Xx TIRO 40: 


3) si Ju(R, 0)—u(R, Ө,)| <e рага |0—0,| <a, se tiene 
лк { 1408, бф—и(Е, nr 


10-0. <= 
4) si [0—0,| >а у |Ф—8,}< $. se tiene 
R*—2Rr соз (0 —ф) +7* > 4Rr sen т; 


5) si |p—0,] < Ẹ у se cumplen las condiciones del punto 3), 
se tiene айй ыз 

—/ 

lu(r, UR, Ө) < +A, 


А 
donde А =4л Ёгзеп* $ yM = | |u (R, 0)—u (R, 0,148. 


ә 
1047. Demuestre que, siendo [=Ret у г = геї, se tiene 


tz o (RI 14 12Rr sen (9—0) 
[27 RIZIR cos (0) FM 


Empleando la igualdad demostrada, obtenga los desarrollos si- 
guientes: 


«@=и(@+У, (a cos ng +b, sen np), 
v(2) =0(0) +2 (6) 6. cos ng + a, sen ng), 


IO=1O+E caz”, F (0) = u (0) + iv (0), 
donde 
Р 
fur, Ө) cos nð 40, 


b, 


ES 
Ju, 0) sen n0 dð, 


эл 


c, = “e з j eR Ө)уе- 20. 


+ aR” 


1048. Demuestre que para la integral de Dirichlet de una fun- 
ción armónica и (2) se tiene 


D()= SÍ шир аа У n (ar +0) 
121 <R яш 

(los coeficientes a, y b, se han definido en el problema anterior). 

Puede ocurrir que ambos miembros de la igualdad se conviertan 
simultáneamente en infinito. 

Sugerencia. Pase a las coordenadas polares (r, q) y demuestre que рага 
г< R se tiene 

D u= ff (ttu) ав Y a (p) (03402) 
Iri<r пе 
1049. Demuestre que para la función continua 


UR ө) = $ "10 
= 


la integral de Dirichlet determina una función u (2) armónica en el 
círculo |2| < R con valores frontera u(R, Ө) y una integral infinita 
de Dirichlet D (u) = œ. 

1050. Resuelva, empleando la integral de Poisson, el problema 
exterior de Dirichlet para el círculo |z| < А: halle una función 
u (2), armónica en el recinto |z| >R y regular en el infinito, que 
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toma los valores frontera dados a(¢) en la circunferencia || А. 
Determine el valor de и (оо). 


Sugerencia. Realice la sustitución 2, =RY/Z. 

1051. Demuestre que para |z] >R la fórmula de Schwarz (véase 
la introducción al $ 3) define una función analítica f,(2)=u, (2) +10, (2), 
regular en el infinito, y que tienen lugar los desarrollos 


n0=(E)--0-E sa. 


= Rep 


a (== haos У (Z) (а, созпф -+b, sen . 


%®@=—е®@+ (E) ib, cos ng +a, sen ng), 


donde а,, b, у с, se definen a que en el problema 1047. Además, 
Ref, (0) = — Re} (0) = — u (0) e Imf, (0) = 1m} (2). 

Sugerencia. Realice en la fórmula de Schwarz рага |z| > R la sustitución 
z=R?/z, y recurra a que {= УЕ sobre la circunferencia JE]=R. 


En los problemas 1052 — 1057 halle la función # (z) ((2] < R) 
y, la función f, (2) ((z] > R), definidas por la fórmula de Schwarz, 


si и (0) es la función 
1052. 1) ш ену 
2) и т (Ф (0 + (2 
donde Ф (z) es una función analítica para |2]< А у y(2) una fun- 
ción analítica para |z| >R. 


1053, и (0) = Веб". 1054. и@ = Кете 
1055, (0) =Reln¿E(R> 1). 


1058, иф) = Re / ¿E (sit > 1, se tiene Y „ 


1057. u(t)=Relnt. 
1058. Demuestre que la fórmula de Schwarz puede ser represen- 
tada en la forma 


E >0; R>1). 


1 uO гу 
taer | TO. 
ич 
Sugerencia. Haga uso de la igualdad 
фа 21 
TED Р 
1059. Obtenga las fórmulas para el semiplano superior Imz > 0 
análogas a la integral de Poisson y a la fórmula de Schwarz, es 
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decir, exprese una función armónica и (г) y una función analítica 
f(z) == и (2) +0 (2) mediante u (£f) (—оо < £ < оо). 

Sugerencia. Haga uso de la transformación conforme del semiplano en el 
circulo. 

1060. Deduzca la fórmula de Schwarz para la franja 0 < Imz < 1. 


Sugerencia. Haga uso de la transformación conforme de una franja en el 
semiplano. 


Se llama medida armónica © (г, а, G) de un arco frontera œ en el punto z 
respecto al recinto G a una función acotada, armónica en б, igual а 1 en los 
puntos interiores del arco а e igual а 0 еп los puntos interiores de la parte 
restante de la frontera. La medida armónica œ (2, а, G) es invariante respecto а 
las transformaciones conformes. 

En los problemas 1061—1064 el recinto G es el círculo |2|< 1 
y o (2, Ө, 0,) es la medida armónica del arco æ= (0,, 0,); w=e0, 
КД <h 

1061. Empleando la integral de Poisson demuestre que 


on 9-3. 1—/* de, 
w(2, 0, 0,)=>37 Ts Ao 
y que, en particular, о (0, Ө, 6,) = (0,—0,)/2л. 


1062. Halle las líneas equipotenciales de la función ca 
para un valor fijo де Ө (z= re’? es un punto variable). 


Sugerencia. Demuestre que 


donde w’ es el extremo de la cuerda que parte de w y pasa рог z. 


1063. Designemos mediante ш” el extremo de la cuerda que 
parte del punto w y pasa por el punto z. Sea a el arco (0, Ө) y 
sea а/ (г) el arco que describe el punto ш” cuando el punto w recorre 
el агсоа. Demuestre que la longitud del arcoa'(=) es igual а 
2де (2, 0,, 0,). 

1064. Halle las líneas equipotenciales de la medida armónica 
©(г, Ө,, 0,) del arco (Ə,, Ө,). Empleando esto demuestre que la 
integral que define la medida armónica (véase el problema 1061) 
efectivamente toma los valores frontera: 1 en (0,, 0,) y O en el 
complemento (se consideran los puntos interiores de los arcos). 

1065. Para el semiplano Imz > 0 determine la medida armónica 
w(z, a, b) del segmento (a, b), del rayo (—co, b) у del rayo 
(a, co). ¿Cuál es el significado geométrico de estas medidas armó- 
nicas? 
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1066. Halle la medida armónica de los lados del ángulo 
0 <argz< y. 

1067. Para el semicírculo |z| < А, Imz>0 halle las medidas 
armónicas del diametro А y de la semicircunferencia Г, así como 
las líneas equipotenciales de estas medidas armónicas. 

1068. Halle la medida armónica de la semicircunferencia frontera 
Г del recinto |2|>R, Imz>0. 

1069. Halle la medida armónica de la circunferencia frontera Г 
del recinto |z| > А, 0 < argz < 2л. 

1070. Halle la medida armónica de las circunferencias frontera 
del anillo г < |2| < А. 


En los problemas 1071—1077 el recinto G está acotado por un 
contorno Г compuesto de л contornos suaves P,(y=1, 2, ..., n). 
Los contornos se recorren en la dirección positiva respecto al 
recinto G; la normal n es interior respecto al recinto G. La integral 


{ df (2) 
Ё 


se llama periodo respecto а Г, de una función analitica en G. 
1071. Demuestre que si una función armónica и (z) es uniforme 
en G, en período de la función analítica f(2)==u(2)+iv(2) a lo 


largo de Г, es igual a —2 | 9545. 
в 


1072. Demuestre que para una función compleja de Green g-t- ih 
de un recinto G(g(z, 5) es la función de Green del recinto G y 
h(2, %) es la función armónica conjugada de g) el período a lo largo 
de Г, es igual a —2xío, (г), donde «w,(z) es la medida armónica 


de Г, respecto al recinto G. Demuestre que Ў) w, (t) == 1. 
© 
Sugerencia. Una función u (0) armónica еп G puede ser representada en la 
ma 


“ф= [а EE ás (véase el problema 1045). 
К 


йог! 


1073. Exprese por medio de ө, (г) la función acotada и (г) armó- 
піса en G que tiene valores constantes с, sobre Г,(у = 1, 2, ..., л). 


1074. Demuestre que para la función о (2), conjugada de una 
función u (2) uniforme y arinónica en G, los periodos p, a lo largo 
D En relación con los problemas 1071—1077 véase el complemento de 


M. Schiffer al libro de R. Courant, Dirichlet's principle, cunformal mapping and 
minimal surfaces, Interscience Publ., New York, 1950 
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de Г, admiten la representación 
а 052. 


1075. Sea ©, (2) la función armónica conjugada de о, (2) y sea 
Py» el período de la función w, (2) = w, (г) + io, (2) a lo largo de P,. 


1) Demuestre que Pp, =P (M, у=, 2-00, лу. 
Sugerencia. Haga uso de la representación 
1 дь, 
E fo. Pras, 
2) Demuestre que Ўрь=0 (в=1, 2, ..., а). 
2 


1076. Sean c,(v=1, 2, ..., п) números reales cualesquiera. 
1) Demuestre que si p,, son los números definidos en el problema 


1075, la forma cuadrática, Ep, >0 y la igualdad tiene lugar 
solamente si todos losc, son iguales entre si. 

Sugerencia. Aplique a la función armónica 0-5, cyo, (2) la fórmula 
D(a)= je S2 ds (véase el problema 1039; el signo ha sido cambiado ya 
que ahora л es la normal interior). 


el 
2) Demuestre que la forma cuadrática” $) рсе, es positivamente 
р 


definida, es decir, es positiva para cualquier sistema de valores {с}, 
a excepción de с, = с, = ...С,-, = 0. 
1077. Demuestre que el sistema de ecuaciones 


=! 
E PA= В, 1, 2, 0... л—1) 


(А, son las incógnitas) tiene una solución única cualesquiera que 
sean B,. Empleando esto, demuestre que para toda función u (г) 
armónica en G, en general no uniforme, se pueden escoger las cons- 
tantes Д,, Az +... An-ı de manera que la función armónica 
СУА 
u ()=u()+ 2) Aw, (г) 


sea uniforme en G. 


CAPITULO VIII 


PROLONGACION ANALITICA. 
SINGULARIDADES DE CARACTER 
MULTIFORME. 
SUPERFICIES DE RIEMANN 


$ 1. PROLONGACIÓN ANALÍTICA 
1078. La función =" se ha desarrollado еп la serie de 


Taylor en una vecindad del punto г =a(Ja] < 1). ¿Para qué valores 
de a este desarrollo permite prolongar analiticamente la funciónf (2)? 


1079. La suma de la serie de potencias f(z)= У, ha sido 


т 
desarrollada en la serie de Taylor еп ила vecindad del punto 
z= — 1/2. ¿Cuál es el recinto en el que resulta prolongada de esta 
forma la función f (z)? 


1080. Demuestre que la función f (2) = Y) (— 1)"+" 22. puede ser 


=“ 

prolongada a un recinto mayor mediante la serie 
E ш 0129 

Б жый жй: AA 


1081. Las series de potencias 


= Ке РЕ 
һе=}, 5 у һд=а+У ir EZ 
no poseen ningún recinto común de convergencia. Demuestre, sin 
embargo, que las funciones f, (г) y f,(z) son prolongación analítica 
una de la otra. 
1082, Demuestre que las funciones definidas mediante las series 


1+az+az +... y- 


son prolongación analitica una de la otra. 
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1083. Sea 
На) =а, аг +... а"... 
una serie de potencias de radio de convergencia А = 1. Realizando 


el cambio de variable г = 722, la reduciremos a la forma 


HH) == +0z+ рер 
Designando mediante р el radio de convergencia de la serie obtenida, 
demuestre las proposiciones siguientes: 


рж? y а=, 8 el punto ¿m—1 ei іла singuláridad 
de la función f (2). 


2) 511 <р <1, la igualdad Ha = Р) = (57) permite 


prolongar analiticamente la función f(z) en el recinto que es exte- 
rior respecto al círculo |2| < 1 e interior respecto а la circunferen- 


cia de Apolonio |&l=e. 


3) Si p= 1, la igualdad indicada en el punto 2) prolonga anali- 
ticamente la función f (г) al semiplano Rez < 1/2. 
4) Si p > 1, la función f(z) puede ser prolongada analiticamente 


al recinto exterior respecto a la circunferencia de Apolonio| ¿23 | =p. 


1084. Demuestre que la serie de potencias f(2)= 3 22" repre- 


senta una función analitica en el círculo }г| < 1 para la cual la 
circunferencia |2|=1 es su frontera natural (es decir, /(2) es una 
función que no puede ser prolongada таз alla del circulo unidad). 


Sugerencia, Empleando la identidad / (z) =z1+zt 4... +2?" 4f (2%), de- 
muestre que f (00) —• © para t —» 1(0 <f < 1) у para cualquier punto de tipo 


t= 4/1 (k es un número natural). 


En los problemas 1085 y 1086 demuestre que las funciones 
representadas por las series de potencias indicadas no pueden ser 
prolongadas más allá del círculo unidad. 


1085. /(г) =" 


Sugerencia. Si р y q son números primos entre sí y n =q, se tiene 


Е 
1086. (2) = 5 E. 
— 
Observación. En los problemas 1084—1086 se han considerado casos particu- 
lares del teorema general de Hadamard sobre las lagunas. 


145 


10 зак, 1092 


Si los Índices de los coeficientes diferentes de сего de la serie de potencias 
Г) Ў) an?” lorman una sucesión my, л. ... en la que лд, > (140) па, 
fa] 


donde а > 0, la frontera del circulo de convergencia de la serie es la Srontera 
natural de la función f (2). 


1087. Demuestre que la serie 


2 (==) 

representa en los recintos |г2|< 1 y [2] >1 dos funciones anali- 
ticas que no son prolongación analítica una de la otra (véanse también 
los problemas 845—848). 


1088, Sean [(2) y Ф(2) dos funciones enteras cualesquiera y sea 


5(д= У (HH). Demuestre que la expresión 


ъ= (+ (Ә1+-у 5 OA 


representa la función f(z) en el recinto [2|<1 y la función ф(г) 
en el recinto |z| > 1. 


1089. 1) Demuestre que siendo œ un número real irracional la 


serie 2 me. representa en los recintos |z| <1 y [2] >1 


unas funciones analíticas para cada una de las cuales la circunfe- 
rencia |2|=1 es la frontera natural. 


Sugerencia, Demuestre que la suma de la serie crece sin límite cuando 
2 —+ ейте a lo largo de un radio vector. 
Este problema es un caso particular del siguiente teorema 


general: 
Sea L una curva, cerrada o no cerrada, con un radio de curvatura determi- 


nado en cada punto. Si la serie У) с, converge absolutamente у los puntos ay, 


.. pertenecen todos a la curva L de manera que cada arco finito 
1 contiene siempre un conjunto infinito de estos puntos, la serie 


к=}, = representa una función analítica en cualquier recinto que no 
КЕП 
contiene puntos de la curva L y рага el cual esta curva ез una fínea singular 
joursat E.. Cours d'analyse mathématique, Vol. II, cap. XVI, 72 ed., 
Gauthier— Villars, Paris, 1949). 


2) Demuestre que siendo œ un número real racional, la serie del 
punto 1) representa una función racional. 
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1090. Demuestre que la serie 


1. 


1 
ma 


(тегт) 
converge рага Кег > 1 у que la recta Кег = 1 es la frontera natu- 
ral de su suma. 
1091. Demuestre que la función f (2) = $ е-"!* es analítica para 
#0 


Rez>0 y que la recta Кег = 0 es su frontera natural. 
1092. Demuestre que la función f(z) definida en el semiplano 


3 а,е-^, donde 


а= (1%, Aa 2% y А. =2k en (k=l, 2, . 
ser prolongada analiticamente al semiplano Re z >— 1l. 


Кег > 0 mediante la serie de Dirichlet / (2) = 


.), puede 


Sugerencia. Represente / (г) en la forma / (0) = У) 07" *je=akE y dem- 


uestre que en todo recinto finito | 1—e==e="*] < Me=3k, donde M es una con- 
stante para el recinto considerado. 

Observación. Este problema muestra que la suma de la serie de Dirichlet 
puede no tener puntos singulares sobre la recta que limita el semiplano de 
convergencia. 


1093*. Prolongue analiticamente al semiplano Res >—1 la 
función f(s) definida en el semiplano Re s > 0 mediante la integral 
de Laplace 

Hs) = [есче sin et de. 
è 


1094. La función Gamma de Euler se define en el semiplano 
Re 2 > 0 mediante la integral 


P= б елеч (е ao, 
0 


Integrando por partes el segundo miembro de esta igualdad, demues- 
tre que la función T (z) se prolonga analíticamente a todo el plano 
como una función meromorfa con polos simples 0, —1, —2, ..., 
—n, ... y que el residuo respecto al polo —n es igual a (—1)"/n1. 

1095. Pruebe que la función Gamma puede ser prolongada 
analíticamente mediante la fórmula 


Sm a 
arte пш. 


1 
Sugerencia. Sustituya la función e-t en la integral fensa por su desa- 
0 
rrollo en serie de potencias. 


1096. En el problema 411 ha sido demostrado que para 0 < x < 1 
f e costat =P (х) cos E, 
è 


$60 sent dt (9з 


E 


¿En qué recintos del plano z serán válidas las fórmulas indicadas? 


1097. Demuestre que T (z) puede ser prolongada a todo el recinto 
de existencia mediante [а fórmula 


jr ауа ав E ваны), 


donde el contorno С se compone del corte а lo largo de la parte 
positiva del eje real y el origen de coordenadas se recorre en la 
dirección contraria a la del movimiento de las agujas del reloj. 

1098. Sea $ (z) la función Zeta de Riemann (véase el problema 844) 


Г(гу= 


со zz (Ke 2>1). 


Demuestre que E (2) => (2 dw para Re г> 1 y obtenga de 
TO) 


aquí la prolongación analítica de la función { (2) a todo el plano, 
a excepción del punto z= 1; analice el carácter de la singularidad 
de la función E (2) en el punto z=1. 


Sugerencia. Para la prolongación analítica considere la integral $ ‹ 
donde С es el contorno del problema 1097. 
1099*. Sea f(z) una función desarrollable en una serie de 
potencias / (2) = É0,2" de radio de convergencia R=1. Designemos 
.& 


mediante p(2) la suma de la serie Ф) = Уу “da función Ф (2) 


es la función conjugada de f (2) según Borel y es una función entera, 
véase el problema 535). 
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Demuestre que рага |z|< 1 tiene lugar la igualdad 


бее (zt) dt =f (2). 
ё 


Demuestre también que la función { e=tp(z1) dt ofrece la prolon- 
E 


gación analítica de la función f(z) al recinto G definido del modo 
siguiente: a través de cada punto singular de la función f (2) se 
traza una recta perpendicular al segmento que une este punto con 
el origen de coordenadas; G es el recinto convexo que contiene el 
círculo |z| < 1 y cuya frontera se compone de los puntos de las 
rectas descritas; si el número de estas rectas es finito, G es un 
polígono (método de prolongación de Borel). . 

1100. Verifique el método de prolongación de Borel para las 
series siguientes: 


1) Íe; 2) e 3) Pe 
52 Ж 9 1 {МР 


1101. Sea en la integral de tipo de Cauchy F (2) = gar | 209 


С un contorno cerrado simple y sea Ф ($) una función continua 
a lo largo de C. Demuestre: para que una de las funciones F* (2) 
y Fr (2) (véase la pág. 130) sea una prolongación analítica de la 
otra a través de un arco y ЄС, es necesario y suficiente que f (2) == 0 
sobre el arco y. 

1102. Demuestre que, si la función Ф({) no es analítica” en 
ningún punto de un arco simple no cerrado C, todos los puntos del 
arco C son singulares para la integral de tipo de Cauchy 

Ц еа: 
аг) да" 

Sugerencia. Parta de las fórmulas de Sojotski para los valores frontera de la 
integral de tipo de Cauchy. 

1103. Sea y un contorno simple cerrado recorrido en la dirección 
positiva y compuesto por los arcos y, y ү, con puntos extremos 
comunes 2, y 2, (fig. 31), sea G* el recinto interior de y y sea G7 
el recinto exterior de y. 

Sea, además, 


во 518E, 
И 


donde Ф (0) =а, si EY, Ф(0) =. si Ey: (а у b son constantes 
complejas). 
1) Es decir, no existe una función analítica que coincida con Ф (£) a lo largo 
de algún arco perteneciente a С. 
149 


Halle las funciones F*(2) y Р- (2) y prolongue analiticamente 
la función F- (2) al recinto 0+: 
1) a través del arco y,; 2) a través del arco ya. 


РА 


2 
Za 


^ q 
FIG. 31 


1104. Sea G un recinto biconexo comprendido entre el contorno 
interior y y el contorno exterior Г y sea (2) una función analítica 
en el recinto cerrado G+y-+T. 

Demuestre que la función 


Ф0)— т zf 29. & 


puede ser prolongada теу a todo el exterior del contorno 
y y que la función 
votar Pa 
y 


pæ ser prolongada analiticamente а todo el interior del contorno Г. 
os contornos y y F se recorren en la dirección contraria a la del 
movimiento de las agujas del reloj. 


$ 2. PUNTOS SINGULARES DE CARACTER MULTIFORME. 
SUPERFICIES DE RIEMANN Y 


Un punto de ramificación aislado z=a de orden k—1 (k es un número 
natural, #2> 2) de una función (N caracteriza por la existencia de una 
rama де. w(z) que en una vecindad del punto z=a admite la representación 


ondaa? (a # =) 
o la representación т 


ez ® (а=). 


y En relación con este parágrafo véase = П, сар. сар. уш, $ EA 24 В. B. Гарба, 
по аналитической теории диффере! уравнений, 
1981 (бшм Y. V.. Lecciones sobre la teria ана Цеа де ecuaciones diferenciales). 
Nevanlinna R., Unijormisierung, Springer, Berlín, 1953. 
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Si sólo un número finito de coeficientes с, de Índices negativos es diferente 
de cero, Ой, z=a (o bien z=00) se llama punto algebraico de ramificación 

в. 1), En el caso contrario, el punto correspondiente se lama punto trascen- 
ДЫ de ramipicación (pario Singular esencial de carácier multiforme). 

Sobre un mismo punto del 2—plano la función (г) puede tener a lo sumo 
un conjunto mumerable de diferentes puntos algebralcos y Irascendentes de rami- 
ficación: de puntos regulares y de puntos singulares de carácter uniforme. En la 
superficie de Riemann de la función w(2) sobre el z— plano estos puntos tienen 
vecindades que no se intersecan entre si 

En cada vecindad de esta (поје wes una función uniforme del parámetro local £: 


donde 
П 


aj™ (а # ә), 


Los puntos logaritmicos de ramificación (р. 1. т.) son aquellos puntos z=a 
o г== ® para los cuales existe una rama de w (z) que admite una prolongación 
Indeinida analítica al recinto O < |z—a| < {R < [z] < o, respectivamente) 
y sue es en él multiforme infinitamente. Esta rama de шг) en una vecindad 

. г. se convierte en una función analítica uniforme al pasar al parámetro 
өтү, (@—а), Re t<p(t=Lnz, Re г> р, respectivamente). Debe tenerse en 
cuenta que en la superficie de Riemann sobre un mismo punto z, además de 
diferentes р. 1. r., pueden encontrarse también otros puntos de carácter tanto 
uniforme como multiforme, 

1105. Analice para qué valores de 2 los valores de w (г) coinci- 
den en todas las hojas de su superficie de Riemann sobre el 
z— plano, si: 

1) w=(2—9) VZ; 2) w=senz+(2*+4) Ln 2; 

3) w=senz4-(2? 44) Lnz. 

¿Coinciden en estos mismos puntos los valores de w’ (2)? 

1106. Verifique que para cada una de las funciones: 

1) w=2V 27, 2) 2Lnz, w(0)=0, 
existe en el punto г =0 la primera derivada que, además, es igual 
para todas las ramas, mientras que la segunda derivada finita 
no existe. 

En los problemas 1107—1115 desarrolle cada una de las 
funciones indicadas w (2) en serie de potencias del parámetro local 
t en las vecindades de todos los puntos de su superficie de Riemann 
situados sobre los z— puntos dados; indique los recintos de conver- 
gencia de las series obtenidas. 


1 
1107. w= ————— 
14y; 


1109. w= 1+V2 
110. w= УУ 
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ип. w=y Vz—a) (Vz —6), г= о (a+b). 


Үг 


1112. w=e'* , z=0. 1113. ш 02 20, 


U14. w=ctg z, 2=0. 1115. w= snz, z=0. 

En los problemas 1116—1122 se requiere hallar los puntos del 
z-plano sobre los cuales existe al menos un punto singular de la 
función multiforme dada, así como indicar el carácter de todos los 
puntos de la superficie de Riemann situados sobre cada uno de estos 
puntos del z-plano. 


1 
1116. зеп ур. MI, sen 77 
{5 э/ у= у= 
1119. ут. 1120. VVV 
1121. tg(iLn2). 1122. ж ($Ln2). 


L as ЙИШ al 
т 


1 
“TEV? 


Si la función w=} (z) es uniforme y su función inversa z (ш) es multiforme, 
hallar los puntos algebraicos de ramificación de la función z (w) es necesari 
los ceros de f’ (г) y los polos múltiples de /(г) y estudiar el comport: 

miento de f (e) en el infinito. Resulta que al punto za # e corresponde un рч 

de orden #—1 de la función z (ш), si el desarrollo de Laurent de la función 
en una vecindad de za es о bien de la forma 


tasm D e-a @ #0) 
f= 
o bien de la forma 


I= Y cniz ze)" (c-a #0). 


Si у= œ, estos desarrollos deben ser de la forma 
fas 2 


ta=w+ == (ema #0). 


" (са # 0) 


Еп los problemas 1123—1129 determine las singularidades de 
2 (ш), si w es la función dada 
z 


1123. w=2(1—2). 1124. ш=г*—3г. 1125. w= у 


а+гї 
1126. ®=(ү®)'. 1127. 0=55 (0<a<1). 
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1128. ш = Р, (г) (polinomio de n-ésimo grado). 
1129. w=R (z) (función racional). 


En los problemas 1130—1138 analice la transformación que 
realiza la función w (г), construya la superficie de Riemann R sobre 
el w-plano y divida el z-plano en recintos correspondientes a las 
hojas o semihojas de R 


1130, ш.= (1 +2)". Considere el caso límite n — оо. 


1131. (=) 1132. w=4 (2+2). 1133. =p + 
1134. 2" 4-1.) Halle el grupo de transformaciones lineales 
т 


respecto al cual la función ш ез invariante y explique qué trans- 
formaciones de la superficie de Riemann corresponden a las trans- 


formaciones del grupo. 
1135. w= 


pz 
HE 


п 


1136. w 1137. w 


z 
ПЕ ТЫ 

1138. w=T, (2)= 
nomios de Chébyshev). 


En los problemas 1136—1142 halle las singularidades de las fun- 
ciones inversas a las dadas. 


cos (п агссозг), n > 1 (Т, (г) son los poli- 


` 
1139. mer, 1140. w=e ( (t es un número complejo). 
senz 


1141. w=cosz+senz. 1142. UR 


En los problemas 1143—1151 construya las superficies de Rie- 
mann sobre el w-plano. 

1143. w=cosz. 1144. w=senz. 1145. w=tgz. 

1146. w=ctgz. 1147. w=chz. 1148. w=shz. 

1149. w=thz. 1150. w=cthz. 1151. w=2+e. 

1152. Considerando dada la superficie de Riemann sobre el 
w-plano de una función racional w= R (2), construya las superficies 
de Riemann де la función г(ш), si: 1) w= R (e); 2) w= R (senz); 

En los problemas 1153—1158 construya las superficies de Riemann 
(sobre el z-plano) de las funciones dadas. 


1153. 1) = И (2а) (2—6); 2) ш= И (2—0) (2—6) (2—0); 


3) w Y TI (2—9) (considere por separado los casos de n par 


e impar) 
1154. 1) ш= 2 


3) w= Y (2а) (2—6) (2—с); 


2) w= V e—a) (2D) 
4) = 
) w ү П (2 


2 (—с, n>3. 


1157. w= V Y 2. 1158. ш= senz. 

En los problemas 1159—1164 analice las transformaciones 
y construya las superficies de Riemann de las funciones algebraicas 
w (2) y г(ш). 

1159. ш? 4-21 = п: 

Sugerencia. Haga uso de la solución del problema 1133. 

1161. ш? 21—30: =0. 

Sugerencia. Haga uso de la representación paramétrica 
3t КЫ 
+4 THP 


1160. ш? = 


а 
1162. w= 4. 


Sugerencia. Haga uso de la representación paramétrica 


da 


1163. we = 22 


1+2 
I=: 

Sugerencia. Tome 2 5 , w=t 8—1. 
aiaiai Ar? tar: 


1164, а ap 


Sugerencia. Considere por separado los casos de n par e impar. 


En los "рен 1156—1176 determine las singularidades de 


las funciones y halle los recintos de indeterminación en los puntos 
trascendentes y logarítmicos de ramificación. 
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1165. w=(5/2)'- 1166. w=(5/2)" (л у т son numeros na- 
turales). 
П 


1167. w= 


зуг лғ 
*. 1168. ш= ELE. 1169. ю= 61—05 
1170. w=ellaz" (n es un número entero). 1171. w=z' = е0", 


1172, w=senLnz. 1173. ш= 1а. 1174, w=2+Lnz. 
1175, ш=--Агсзепг. 1176. w= +Arctgz. 


En los problemas 1177—1180 construya las superficies de Rie- 
mann de las funciones dadas. 


1177. ш= 2° (a es un número complejo). 
1178. w=Ln [(2—a) (2—5)]. 
1179. w=Ln [(¿—a) (2—b) (2—c)]. 1180. w= Ln sen z. 


1181. Sea {= Ф (2) una función analítica uniforme o multifor- 
me, sea Rz,ọ su supei de Riemann sobre el z-plano y sea 
ш = [({) una función analítica uniforme definida en el recinto Gp. 
¿En qué recintos de Rz,ẹ cada una de las expresicnes indicadas: 


1) шә) = [Ф (2)], 2) wl) = (2) Ф (0). 3) ш(2) = (ә) Ф (2) 
define una función analítica única? 
Considere, en particular, el caso en que Фф es una función alge- 


braica o inversa a una meromorfa y f es una función racional o 
trascendente meromorfa. 


En los problemas 1182—1219 explique cuáles de las funciones 
dadas w (z) se descomponen en diferentes funciones analíticas y cuáles 
no se descomponen; determine también sus singularidades y construya, 
donde se indica, las superficies de Riemann (n y m son números 
naturales). 


1182. w=V 22 (compare con (V2)». 
1183. Vz" (compare соп (/2) 
1184, Y 2% (compare соп (0/2 
1185. w=/2%. 1186. w=/¡/senz. 1187. w=Lnz!. 
1188. w=Lne. 1189. w=Ln (2—4). 

1190. w=Ln (e*—1). Construya la superficie de Riemann. 
1191. w=Ln senz. Construya la superficie de Riemann. 
1192. w=Ln tgz. Construya la superficie de Riemann. 
1193. w= Arccos (cos г) (сотргге con соз (Arccos г). 

1194. w= Arctg (tg 2) (compare con tg (Arctg 2)). 


1195. 1) ш=(г"%у» (л, у rą son números racionales). Compare 
con (2%). Considere, en particular, = 2 y л,=-у; 2) w= znz 
3) w=z" +z", 


1196. RE YT 1197. w= V 7 4 
1198. w= Va У 1199. w= (Га 2. Construya la superficie 
z+ 
de Riemann. 


1200. w=LnLnz. Construya la superficie de Riemann. 


1201. Ln (2—1)]0 

1202. }/ Атсзеп z. Construya la superficie de Riemann. 
1203. resen Ln г. Construya la superficie de Riemann. 
1204. 2—1). Construya la superficie de Riemann. 
1205. 1206. w= Агсѕеп ra . 

1207. w=Ln 2* (а es un número real). 


1208. w=V2 +Lnz. Construya la superficie de Riemann. 

1209. nz-+Lnz. 1210. ш = Arcsen 2 4- Árccos z. 

1211. w=Arctg2+ Arcctgz. 1212. w= Arth 2 — Агсіћ 2. 

1213. Construya la superficie de Riemann de la función ш = 
= (Ln г)! y analice los conjuntos de los valores frontera de w para 
un p. 1. т. sobre el punto z=0 que se obtienen cuando: 

1) 7—0, p=const; 2) r—0, а < p< В; 3) r=const, p— +00; 
4) r— 0, p— too. 

1214. Sea д (г) una función analítica uniforme en е) círculo 
El que по puede ser prolongada más allá de la circunferen- 
cia |2|=1. 

Analice para qué valores de a las funciones indicadas se des- 
componen en diferentes funciones analíticas y para qué valores 
no se descomponen. 

1) w=x(2) + /2—a; 2) w= x (2) Ln (z—a); 

3) w=x(a+-2"); 4) w=x(a+e”). 

1215. Analice el problema de descomposición de las funciones: 

1) ш= Иа, 2) w=Ln(L—a) donde g=% (z) y x es la 
función del problema 1214. 

1216. Analice el comportamiento de diferentes funciones ana- 
liticas definidas mediante las igualdades: 

1) w=x(z)(Ln2); 2) w=x(2) [Ln(z—1)]', donde (2) es la 
función del problema 1214. 

Halle, en particular, los recintos de indeterminación en una 
vecindad de 105 р. 1. г. 


Sugerencia. Haga uso de la solución del problema 1213. 
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1217. Sea f(z) una función entera. 
Construya las superficies de Riemann de las funciones: 


1) ш= ИТ); 2) w=Lnf (2): 
3) w[F(2)]" (a es un número іггасіопа!). 
1219. Construya la superficie de Riemann de la función 


oy $=. 


1219. Sea [()=2+ осту: Construya las superficies 
m 


de Riemann de las funciones 
1) w=V7(); 2) w=Lnf (2); 3) w=Lnf ($) + LnF (3) 


Sugerencia. Demuestre previamente que la función f (2) es de una hoja en 
el circulo |2] <1 y que tiene la circunferencia |z|=1 como su frontera na- 


tural. 


CAPITULO IX 


TRANSFORMACIONES CONFORMES 
(CONTINUACION) 


$ 1. FORMULA DE CHRISTOFFL — SCHWARZ » 


Sea Р un polígono acotado del uplano, sean A4(k=1, 2, 


n) sus vér- 
tices, dispuestos en el orden del recorrido positivo de Р respec 


а su interior, 
y sean адл sus ángulos interiores (==) La función w=f (z), que 


E 
transforma el semiplano superior Imz > 0 en el in 
mina mediante la fórmula de Christoffel — Schwarz: 


ferior del poligono Р, se deter- 


за 
шс | еа. Mm 
iis 


donde —œ <a, < а, < 
a los vértices Az, А 
En la fórmula 


< am < o son los puntos del eje x correspondientes 
n del polígono Р; 


ser hallados de las consideraciones siguientes. La longitud 1; del lado 
(=1,2, а, n—1) es igual a 


ав С 


СИ ьа 
а а 


La longitud /, del lado А,А, es igual а 
11| $ Tiraera $ [Iira ae |. 
РЕ" Зла 


у En relación con este parágralo véase [1, capítulo VIII, $ 7], [2, capitu- 
lo 11, $ 3] y W. Koppenfels und Р. Stallmann, Praxis der Konformen Abbil- 
dung, Springer— Verlag, Berlin, Göttingen Heidelberg, 1959 (este libro contiente 

їп un catálogo de transformaciones de diferentes tipos de polígonos). 


Formando las razones de las longitudes de n—3 lados соп una de los tres 
restantes, obtenemos n—3 ecuaciones independientes рага la determinación de 
n—3 puntos az. Entonces, la función t=f [J e—a: dz determinará 

¿da 
la transformación del semiplamo superior en un polígono Р” del f-plano seme- 
jante al dado. Después construimos la transformación lineal шю=С!/--Су que 
transforma P’ en P. 

La transformación del semiplano superior en el exterior del mismo polígono 
se realiza mediante la función 


к@=с) | J] Gao: 
è 
donde b es el punto del semiplano superior que corresponde al punto infinito 


del w-plano; ak son los puntos correspondientes a los vértices Ал del poligono 
(ahora œ > ар > аз >...> ав > — ә) y Ban son los ángulos exteriores del 


poligono 
(к- 2— Ap, Ўњ-п+2) 


#1 / 


dz 


Cu 
rr Т Ф 


1220. Demuestre que, si uno de los vértices del polígono es 
la imágen del punto infinito, por ejemplo, а, = оо, la función 
FEEN 


transformadora es de la forma He=0 SH (—aJurdz4+C,. 
рз 


Sugerencia. Realice la transformación t=-l, si todos los aq % 0, y б = 


donde a + ау, si uno de los puntos ад =0 (k=1, 2, .... n—1). 


Ar 


FIG. 32 


1221. Demuestre que, si uno o varios vértices A, se encuentran 
en el оо, la fórmula (1) sigue siendo válida, siempre que por оул 
se comprenda el ángulo entre los rayos correspondientes en el punto 
finito de intersección de los mismos, tomado con el signo menos. 

Sugerencia. Sea Ap=%. Si ад < 1, considere el poligono P’ cortado de P 


ог el segmento A4Ak, Jonde A4 y Az se hallan lo suficientemente lejos en los 
lados Ap-1 42 y Ág+iAa (fig. 32,1) y en la fórmula (1) рага P’ pase al limite 
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Ak— =, Ау. œ, Si ав 1, una AjAz mediante una quebrada pertenecien- 
te a P (véase la fig. 322) y aléjela al infinito, ampliándola semejantemente. 


1222. Determine las magnitudes аз, que figuran en la fórmula 
(1) para los vértices infinitamente alejados de los “polígonos” for- 
mados por rayos paralelos y representados en la fig. 33. 


== y 7 7, 
w=< ? E 
y 2 
А, A 
‚ ж—, 
NU == 
“ == 
3) 4) 
A, ——4 $ , 
<x ] i 
ау Н 
5) 6) 


FIG. 33 


ши”. Pase al límite análogamente a lo recomendado еп el problema 
1221. 


1223. 1) Demuestre que la función que transforma el circulo 


unidad `|2|< 1 en un polígono P, situado en una parte finita 
del plano, es de la forma. 


te= c f Å e—a d2+C, 


donde а, = е! (P, < Pa <... < ф„) son los puntos de la circunfe- 
rencia |2|= 1 correspondientes a los vértices А, recorridos en la 
dirección positiva y аул son los ángulos interiores del polígono Р. 

2) Demuestre que la función que transforma el círculo unidad 
|z|<1 en el exterior del mismo polígono Р de manera que el 
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punto z=0 se transforma en el punto @= оо es de la forma 
2л 
еа a, 
ү 


donde de im eo >>... > 4) y бул son los ángulos exterio- 
res de 

1224. Halle todos los casos de inversión uniforme de la fórmula 
de Christoffel —Schwarz (1), es decir, explique para qué polígonos P 


la función inversa z=z(w) resulta definida y es uniforme en todo 
el w-plano. 


Sugerencia. Los polígonos, que se obtienen de P mediante un número par 
de reflexiones éspeculares en зиз “lados, deben enlosar todo el w-plano sin vacios 
ni superposiciones. 


En los problemas 1225 — 1227 transforme el semiplano superior 
Im z>0 en los recintos indicados P del w-plano observando la 
correspondencia dada entre los vértices de P y los puntos del eje 
real. Determine también el período o los períodos de la funci 
inversa 2 (ш), el grupo G de sus transformaciones lineales invarian- 
tes о чо y el recinto fundamental В de este grupo (véase 
la pág. 


1225. 1) P es la franja 0<v<h; w(—oo, оо) — z(0, о)". 
2) Р es la franja 0 <о < В; w(—oo, œ)— z (—1, 1). 


1226. Р es la semifranja 0 <и <n, v<0; w(0, 1,—i00)= 
— (1, —1, 00). 


1227. 1) P es un triángulo rectángulo de ángulos agudos 
ES w(0, о, о+уч) 20, 1, 00). 
2) Р es un triángulo isósceles; 
w(0, о, о + о) —z(0, 1, оо). 
3) Р es un triángulo equilátero: 
w(0, o, 0 


1228. Halle los recintos del plano w en los que la función 


— (0, 1, оо). 


a 
ë 


(argw' (x)=0, para 0 < х < 1) 
transforma el semiplano superior Im г> 0, si: 
1 Aqui y en lo sucesivo el simbilo w(A, B, ...)— z(a, b, ...) representa 
la correspondencia de puntos del wy del z-planos: А-а, B=——>b, ... 
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1) 0<а<2, 0<р<02; considere los casos: а) а} 1. 
3 


b) а+В=1,‚ с) a+B>1, en particular, а В =2 у «= 
2) I<a<2 —I<B<0, a+B>l; considere los casos: 
a) a=1,P=0, b)a+B=1,c)0=2,d) a=2,P=—y, е) a= 
В= —1. 
1229. 1) Halle *los recintos del plano w еп los que la función 


ME E 
”@={ vam“ 


+(1-2) [ш | 
transforma el semiplano superior. Considere los casos: A< 0, 
о<5<+ф.®%еф,р<®%<1ух>1. 


=Иг@—1)+ 


FIG. 34 


2) Halle los recintos del ex w еп los que la función 


w= ау | 


=? 


transforma el semiplano superior. Considere los casos: А < 0, 
0<A<1lyi>1. 

1230. Transforme el semiplano bs ro Im z>0 en los recintos 
del w-plano indicados en la fíg. 34, con la correspondencia de 
puntos dada. 
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hos оо) —>z2(0, І, оо); 

4) wo ‚ C=00)—=z(0, 1, оо); 

5) w(A=0, B=ia, C=00)=2(0, 1, оо). 

1231. Transforme el semiplano кп Im z>0 en los recintos 
del w-plano indicados еп la fig. 35 (0<0<1). 

1) w(A, =00)—2(0, 1, со); 

2) w(A, B=0, C=œ)—z(0, 1, оо). 
En el caso en que Ú sea un número racional (# = p/q), exprese las 
integrales obtenidas mediante funciones elementales. 


FIG. 35 FIG. 36 


1232. Transforme el semiplano superior en el recinto indicado 
en la fig. 36 (el arco AC es una semicircunferencia) 


w(A ai, В= оо, C=0)—z(0, 1, оо). 


Sugerencia. Mediante la transformación {= 72-е reduce a un caso particular 
del problema 1231, 2) 


FIG. 37 FIG. 38 


1233. Transforme el semiplano superior Іт z> 0 en el recinto 
del w-plano indicado en la fig. 37, con la condición 


w(A=—h, В = оо, C=h, 0 = оо) —2(—1, 0, 1, оо). 


(La posibilidad de esta transformación se desprende del principio 
de simetría.) 

1234. Transforme el semiplano superior Im z> 0 en el rombo 
del w-plano de ángulo na еп el vértice A y de lado d (fig. 38). 
La correspondencia de puntos se da mediante el esquema 


w(A=0, B=d, C=d(1+e"),  D=dew)=2(0, 1, œ, —1. 


Justifique la posibilidad de esta transformación 


1235. Transforme el semiplano superior Im z > 0 en los recintos 
del w-plano indicados en la fig. 39. Los parámetros a y b (a> 0, 


FIG. 39 


>> 0)—las preimágenen de los vértices correspondientes —по se 
púeden escoger arbitrariamente y deben ser hallados. 
1) w(A=0, B=00, С-Н, D=00)—z(0, 1, a, оо). 
2) w(B=w, C=H + ih, D=00, C'=—H+ ih, B'=00)= 
—z(1, a, оо, —a, —1). 


Sugerencia. Haga un corte complementario a Jo largo del eje imaginario y 
recurra al principio de simetría. 


3) w(A=0, В = оо, С= оо, D=—h,—i(h,—h,), ЕЁ = оо) — 
—2(0, 1, a, о, —b). e 

1236. Halle la función w(z) que transforma el círculo |z| < 1 
en el interior de un рон о regular де л lados, que tiene su centro 
en el origen de coordenadas y uno de los vértices en el punto w=1, 
con la condición 0 (0) =0 y 10" (0) > 0. 
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2) Transforme el circulo |z| < 1 en el exterior del mismo poli- 
gono de п lados de manera que w(0)=00 y w(x) >0(0<x< 1). 


Determine c_, en el desarrollo w (2) = he... 


z 

1237. 1) Halle la función w (г) que transforma el círculo |2| < 1 
en el interior de una estrella regular de cinco puntas, que tiene su 
centro en el origen de coordenadas y uno de los vértices en el 
punto w= 1; las condiciones de normalización: w(0)=0 y w’ (0) < 0. 

2) Transforme el círculo | 2| < 1 en el exterior de la misma es- 
trella; w (0) = со y w (x) > 0 (0 < x < 1); determine c~, en el desarrollo 


w(2) 


1238. Halle el recinto en el que la función 


нан A w(0)>0, —1<5<1—?, 
aya? 
transforma el círculo unidad |z|< 1. 

1239. Transforme el semiplano superior Im z > 0 en el poligono 
regular de n lados del w-plano, que tiene su centro en el origen 


de coordenadas y uno de los vértices en el punto w= 1; la norma- 
lización: w(i)=0 y w(0)=1. 


1240. Sea el recinto Р del w-plano el exterior de la “estrella” 
compuesta рог n segmentos que salen del punto w=0 (fig. 40). 


А By 
Aja, 


8, 
FIG. 40 


Sean A, los vértices de Р еп el origen de coordenadas, аул los 
ángulos correspondientes (5-2). В, los vértices de Р en los 


extremos de los segmentos de la estrella (А, By, Ay, В„... están 
dispuestos en el orden del recorrido positivo de Р) у l= A,B, las 
longitudes de los segmentos de la estrella. Demuestre que la función 
w=f (2), [(0) = оо, que transforma el círculo unidad |z| < 1 en P, 
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es de la forma 
HE e—a, 
donde C ез una constante compleja у а, = еек son los puntos de 


la circunferencia | 2] = 1 correspondientes a Aj. Los puntos Б, = е%*, 
correspondientes a los vértices Bj, son raíces de Ja ecuación 


(3) 


¿Cómo determinar los parámetros C, az, bj? 
Sugerencia, Si se emplea la prolongación según el principio de simetria la 
función f (2) se mulliplica por faclores constantes y por esto la función 


_L 
Мед С; 


es uniforme en el z-plano. 

Observación. La fórmula obtenida ofrece inmediatamente la solución de una 
serie Ed рта del capítulo И, рог ejemplo, de los problemas 320, 2); 321, 
1); 323, le 

р Se recomienda resolver de nuevo los problemas señalados y determinar las 
conslantes que figuran en la fórmula general. 

1241. Transforme el exterior de la quebrada de dos eslabones 
(fig. 41) en el exterior del círculo |г| > 1 con la condición: 
do (ño) = 00 y w (00) > 0. 


о, 
Ca а б 
деа NS 
VA WE, 


ече 5 
FIG. 41 FIG. 42 
1242. Demuestre que la función ш = f (z), que transforma el semi- 


plano superior Іт 2 >> 0 en el exterior de la estrella del problema 
1240, es de la forma 


donde z, es el punto del semiplano superior que pasa al oo. 

1243. Sea Р el recinto del w-plano limitado por el rayo [0, оо), 
ог n—1 segmentos que van del punto w=0 a los puntos В, (i 
E n—1) y рог т—1 rayos que van de los puntos D, (s= 1, 
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2, ..., т— 1) al оо y que al ser prolongados en la dirección con- 
traria pasan por el origen de coordenadas (fig. 42). Sean A, (k= 1, 
2, ..., n) los vértices de Р en el origen, аул los ángulos correspon- 
dientes, C,(¡=1, 2, ...,m) los vértices de Р en el со, үл los 
ángulos correspondientes y A,B,A, ... A,C,D, ... С. el recorrido 
positivo de la frontera de P. Demuestre que la función w=f (2), 
que transforma el semiplano superior Im г > 0 еп P, es de la forma 


П ray 


Ц ey 
je 


donde az, с, son los puntos del eje x correspondientes a los verti- 
ces Ay, Cy Los puntos b;, d, del eje x correspondientes a los vér- 
tices B, D, son raíces de la ecuación 


He) =C . (4) 


(5) 


¿Cómo determinar los parámetros С, aj, b;, с, 4? ¿Qué cambiará 
si uno de los parámetros aj, b;, су, d, resulta igual al ос? 
Sugerencia. Demuestre que 


Pl) y a 
Te -2 га 


1244. Demuestre que la fórmula (4) del problema 1243 es vá» 
lida también para recintos P cuya frontera contiene dos rayos 


[0, оо) (fig. 43). En este caso el vértice & ù 
del origen de coordenadas se toma en con- У, с, 
sideración también еп el caso en que de él 

salen solamente dos rayos que forman una 

recta. Di 


En los problemas 1245—1249 transforme 
en el semiplano superior Imz > 0 los recin- 


tos del w-plano indicados en las figuras / 8, 
correspondientes con las condiciones dadas G 
y determine los parámetros a y b (a> 0, FIG. 43 
5>0). 


1245, El recinto indicado en la fig. 44, 
w(A,=0, В=һе®, A, С оо) —.2(—1, b, 1, оо). 
1246. El recinto indicado en la fig. 45, 
w(A,=0, B=ih, А„ C==00, D=iH, C,= оо) — 
—z(—a, 0,0, т, =, 1). 


1247. El recinto indicado еп la fig. 46, 
w(A,=0, B,=—hele", A, By=heíx", A, С оо) 
—z({— 1, —b, 0, b, 1, со). 


Lap lr 
? 1 
ла, p’ А 
жа ЖЫ: 8 
G АЙА G 
FIG. 44 FIG. 45 


1248. El recinto indicado en la fig. 47, 
w(A,=0, В=һе”®‚ A, С, = оо, D= Нела» ‚C, = оо) — 


1 1 
—2 (—a, 0, b, $, о, 1). 
в Pá 
D 
8 br та „8 
£ £ ла, Р 
FIG. 46 FIG. 47 


1249. 1) El recinto indicado en la fig. 48, /, 
ш (оо) = со, w(+ 1)=:Е1. 
2) El recinto indicado en la fig. 48, 2 (los ángulos entre los 
cortes son de 7; los segmentos extremos forman con 105 rayos 
correspondientes del eje real ángulos de 5) ý 


ф (оо) = оо, w(A,, А,) —z(—1, 1). 


FIG. 48 


1250. Sea el recinto P del w-plano una franja horizontal de 
anchura Н con cortes que van al оо hacía la izquierda de los pun- 
tos B; (i=1, 2, ..., n—1) y hacia la derecha de los puntos D, 


(s=1, 2, ..., m—1) (fig. 49). Demuestre que la función w= f (2), 
que transforma el semiplano superior Imz > 0 en el recinto Р, ез 
de la forma 


рә = Ў Ema) Утес) +С, © 
k=l 1=1 


donde az, с, son los puntos del eje х correspondientes а los vérti- 
ces А, y С, del recinto Р; h, son las distancias entre los cortes 


SS oO 


SS Y NX 
; SNS 


SES 


FIG. 49 


que van hacia la izquierda y 1, de los que van hacia la derecha, 
Los puntos b; (i=1, 2, ..., л—1) y й, (5=1, 2, ..., m—1) del 
eje x correspondientes a los vértices В, y D, son raíces de la 
ecuación 


NE -2 2-0 @) 


=, 
ГЕП i 


¿Cómo determinar los parámetros C, ay, br, су, d,? ¿Qué cambia- 
rá si uno de los parámetros ад, бу, су d, es igual al со? 


Sugerencia. El problema se reduce al problema 1244. Se puede también bus- 


car la función f’ (2) que es uniforme o partir directamente de la fórmula de Chris- 
toffel— Schwarz. 


1251. Sea el recinto Р el semiplano superior Imw> 0 con cor- 
tes horizontales que van hacia la izquierda al co de los puntos 
Bili=1, 2 ..., n) y hacia la derecha al оо de los puntos 
D.(s=1, 2, .... т) (fig. 50). Demuestre que la función w= f (z), 


que transforma el semiplano superior Imz > 0 en el recinto P, es 
de la forma 


по У о ау Ў Lin(e—c)+ 424 8, a (8) 


т Т 
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donde ар, c; son los puntos del eje x correspondientes а los vérti- 
ces A, у С, del recinto P y hy, l; son las distancias entre los cor- 
tes que van en una misma dirección. Además, el punto A, pasa 


al œ, A>0e ImB=331,. Los puntos 6,001, 2, ... п) y 
4 


ANO 


ИМ) 


N = O S 
¿SS ` 


FIG. 50 


d,(s=1, 2, ..., m) dei eje x correspondientes a los vértices В 
y D, son raíces de la ecuación 


м |, 
-2 бы 9 
$ 


¿Cómo determinar los parámetros A, B, aj, bi, су, d,? Demuestre que 
si A, pasa al punto а, е оо, entonces 


н=Ў Б (2—ay— Y, Lim (2—с)+- 
m 


mi” 


+ nea) + 2 


+B, (10) 


a 
donde 


H= Ba L= 2 la 
ae 
A<0e ImB=L. 
Б el Parámetro а, o с, es igual al оо, en la fórmula (10) desapa- 
sumando correspondiente. 


ida Haga uso de la fórmula de Christolfel —Schwarz. Para determi- 
nar los coeficientes de los términos logaritmicos compare el incremento de w 
correspondiente al recorrido (a lo largo de las semicircunferencias) de los pun- 
tos ау, ау, су, calculado geométricamente y mediante la fórmula para f (2). 


1252. Sea el recinto Р el w-plano con cortes horizontales que 
van hacia la izquierda al оо de los puntos В,(1— 1, 2, .... n) 
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(fig. 51). Demuestre que la función w=f(2), que transforma el 
semiplano superior Imz > 0 en el recinto P, es de la forma 


F= лева in (г— ау), 


donde a, son los puntos del eje x correspondientes a los vértices 
А, del recinto Р y h, son las distancias entre los cortes. Además, 


FIG. 51 


el punto A, ps al о, A>0 у В es un número real. Los pun- 
tos b,(i=1, , п) correspondientes a los vértices B; son los 
ceros de la derivada f’ (2). ¿Cómo determinar los parámetros А, B, 
С, Ap bj? 

Sugerencia. Véase la sugerencia al problema 1251. 


1253. Sea el recinto P el w-plano con cortes horizontales que van 
al оо hacia la izquierda y hacia la derecha (fig. 52). Demuestre 
que la función w=f(z), que transforma el semiplano superior 
lImz> 0 en el recinto Р es de la forma 


а= Ў па) YE пес) 
E 


1% 


(11) 


donde A>0, C>0, h,=Im(D,—B,), l,=Re(D,—B,), mientras 
que los demás parámetros (incluyendo b; y d, para los” vértices В, 
y D,) toman los mismos valores que en el problema 1251. ¿Cómo 
determinar los parámetros A, B, С, aj, bj Cp 4,2 Pruebe que, 
siendo а„= оо, se tiene 


EN: Е 
п) Уеа) – Y \п(г—сд—;©—+ 4248, (12) 
h=1 " j=0 


m 


donde A>0 у C>0. Si el parámetro а, (6 52 0) o el parámetro 
e,(¡70) ез igual al co, el sumando correspondiente de la fór- 
mula (12) desaparece. 

Sugerencia, Véase la sugerencia al problema 1251. 


AENA, 


Б 
А 


Г 
22 


Y 
Y 


FIG. 52 


1254. Transforme el semiplano superior Imz > © en los recintos 
del w-plano indicados en la fig. 53 (todas las dimensiones se seña- 
E 


A Э 

) 02) з) 
A SN — 
N 
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lan en las figuras correspendientes) con las condiciones dadas; halle 
ayb(a>0,5>0) 
1) (A,, B, Az, ЖЕ ез b, 1 оо); 


3) (E, O, D)==(=—1, 1, 00); 4) Е.0, D)=(—1, 1, 00); 
5 (E, О, C)—(—1, 1, оо); 6) (As, В, А,) — (œ, 0, 1); 


El 1); 
8) (Ay В, Ay B,)— (оо, —(1+a), 
9) (A, В, С, р) (о, —l, 


$ 2. TRANSFORMACIONES CONFORMES RELACIONADAS 
CON FUNCIONES ELÍPTICAS. 1) 


La integral 


dt 
че 9 тт i 0 


donde el integrando es igual а 1 
primera especie en la forma de 
en lo sucesivo se supone que 0 < k < 

El cambio de la variable Independiente z=sen р y la sustitución (=sen y 
llevan esta integral a la forma 


£=0, se Пата integral elíptica normal d 
ndre. El parámetro k se denomina módulo; 


Ы а 
р 
абер, у= (т, 0 | 200. e) 
¿VI 
La función inversa 
z=sn(u, k) (3) 


(o en otras denotaciones ф = ати) es una de las fundamentales funciones elipti- 
cas de Jacobi y se denomina sn-función de Jacobi. De su definición se desprende 
que Sn (0. 4)2=0. Con la función sn (u, están relacionadas dos funciones más 


cn (u, А) = Y п? (и, E), 
dn (и, k)= Уп (u, k), “4 


que, e, бепопилап eny dn- funciones de Jacobi respectivamente. Las ramas 
le las raices se determirin mediante las condiciones cn (0, А) = п (0, k)=1. Si 


1) Las propiedades y las transformaciones de las funciones y de las integra- 
les elípticas que se emplean en los problemas de este parágrafo se pueden en- 
contrar, por ejemplo, en los libros: H. H. Ахнезер, Элементы теорий эллипти- 
ческих’ функций, «Наука» 1970 (N. /. Afiezer, Elementos de la teoría de las 
funciones elípticas) E. T. Whittaker and G. М. Watson, А course of modern 
analysis, volume 2, Cambridge at the University press, 1927 y Н. Bateman and 

А. Erdélyi, Higher transcendental functiones, volume 3, New York— Toronto — 
fondon ЖЫЛЫ company, Inc., 1955. 

Оп’ breve resumen de las transformaciones correspondientes se da еп los 
libros; О; Hora апі T- Korn. Matheinátical Handbook lor Scientist and Endine- 
ers, McGraw-Hill, New York, 1961 y Janke—Emde—Lósch, Taleln Hóherer 
Funktionen, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Stuttgart, 1960. 
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no hay necesidad de indicar el módulo k, se escribe simplemente snu, cnu y 
dnu. 
De (1), (2), (3) y (4) se deduce que 


ds шап u, 459 —snudnu, 
т de 
ddnu А 
— ksn u cn u. 
du 


El valor de la función u (z, k) para z= Ji es decir, la integral 


(0-3 
н а 
e” 


se llama integral elíptica completa de primera especie. La magnitud 
а= УТ se denomina módulo complementario. 

K (=K y K (4) =K' se denominan integrales elipticas relacionadas. 

En los problemas se emplean con frecuencia las siguientes relaciones (trans. 
formaciones de integrales elípticas completas de primera especie) que son fácil 
de comprobar: 


K (4) 


K 09) акко), 
x (r) 


к (Ж )=+к- % 


(к'-ык), x(#) -ккК, 


Observemos también que 
ve P 
— = K' 
\ VEDA 
(sustitución А202 4-4'21%= 1), 


т dt А А 
| ЕЕ (sustitución £ =tg y). 


1255. Demuestre que la imagen del semiplano superior Imz > 0 
en la transformación mediante la integral elíptica normal de pri- 
mera especie 


z 
Е | 
1 VIEIRA 
ә 


es un rectángulo de vértices +K у К 4-1’ correspondientes 
а los puntos +1 у +- - 


Prolongando esta transformación según el principio de simetría, 
demuestre que la función inversa z=snu es doblemente periódica 
de períodos 4K у 2K”. 
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Considere la correspondencia entre los planos и у Ф, donde 
u=F(q, k). 

Sugerencia. Aplique el principio de correspondencia de fronteras. Dedique 
especial atención a la variación del argumento de Еа cuando г recorre el eje real. 


1256. Transforme el semiplano superior Imz > 0 еп el rectán- 
gulo del w—plano de vértices +a y +a+ ib (a >0, b >0). 

1257. Halle la imagen del cuarto cuadrante del z—plano en la 
transformación mediante la integral elíptica 


, 
а 
u= | — == 
fra ETER) 
Prolongando esta transformación según el principio de simetría, 
halle la imagen de todo el 2—plano con cortes a lo largo de los 


rayos (00, —1], [1. œ), (—4 œ, —£] y [ж i 00). Com- 
pruebe que la función inversa será z=cn (n, k) A que es 
doblemente periódica de periodos 4K y 2K + 21 


1258. Halle la imagen del cuarto cuadrante del z—plano en la 
transformación mediante la тч“! elíptica 


Prolongando esta transformación según el principio de simetria, 
halle la imagen de todo el z—plano con cortes a lo largo de los 
rayos (— со, — Ё], y [%', оо). Comi mpe que la función inversa 
es 2 = dn (u, ' k) y demuestre que es doblemente periódica de perio- 
dos 2K y 4iK’. 

1259. Halle la imagen del primer cuadrante del z—plano en 
la transformación mediante la integral elíptica de primera especie 


donde k, toma los valores Ё, 


‚т. 


Sugerencia. Haga uso de las fórmulas (6). 


La integral 


е 
T а | VIP дф =E (т, 1) @) 
о 
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чуп) se denomina integral elíptica normal de segunda especie en la forma 
ге. 


'omando г = 1 (ф=л/2у se obtiene la integral eliptica completa de segunda 
especie 

TEE 

m di. (8) 


УА 
E (0=Е =È V 
ә 


Introduciendo la notación Е (6) = E’, es fácil obtener las relaciones 
П 


Е (7) = 1-Е") 1 (Е' ык), 
Е (5) = EK’) i (E—Ł"K)], 9 
E (+) =+E, E (&)== E. 


Las integrales elípticas completas de primera да especies, correspon- 
dientes а los módulos complementarios А у A" están” ligadas mediante la rela- 
ción de Legendre 


EK'+E'K—KK'=5. (10) 


La sustitución de la variable independiente г =5п u en la integral que define 
v(z, k) conlleva a la función de Jacobi 


E (и, Ву ча E (и) =v (sn u, k)= $ dn*rdr, an 
0 


ue expresa la integral eliptic: 
«(риса de primera por 


de segunda especie en función de la integral 
especie. Con la funci 
que se define mediante la fórmula 


Е (u) está relacionada la función Z (u) 


2(ш)=Е (Y o (12) 


1260. Halle la іта; del primer cuadrante del -2-plano en la 
transformación mediante la integral elíptica normal de segunda 
especie 


donde k, toma los valores №, E, k', дг, qe езү. 


Sugerencia. Haga uso de las fórmulas (9) y de que 
Ye 


di=¡(K'—E') 


(ема fórmula se obtiene empleando la sustitución A%24+-42=1). 


1261*. Transforme el semiplano superior Imz > 0 en el semi- 
plano superior Im ш < 0 con dos cortes verticales a lo largo de los 
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segmentos Беш = +a, 0<Imw<h con la condición де normali- 
zación w(0)=0, w(00)=0 y w' (оо) > 0. 


Sugerencia. Haga uso de la fórmula de Christoffel-Schwarz representándola 
en la forma 
б в-а 
ос | TS 4 = Снн 1) u Аоба, Ы), 
è 


с 


donde С, =, (Е 1) = Ба, ш(+ 0) = Ба+ій, y obtenga la ecuación para 


la determinación de los parámetros Cy, k у b. 


1262. Demuestre que la función 


ш (и) + ena 


trasforma el rectángulo 0< £< K, 0 < т< К' del plano u=E-+in 
en el cuarto cuadrante del plano w соп un corte 
a lo largo de [- п 56). donde пд. 
es la imagen de aquel punto u=Ẹ+iK' 
para el cual 42=0. Prolongando esta trans- 


formación según el principio de simetría, 
demuestre que Їа imagen del rectángulo |2 | < К, A 
|n] < K’ es todo el plano con cortes repre- 
sentados en la fig. 54. 


Observación. Acerca de la transformación del rec- 

tángulo en el exterior de una cruz o en el exterior FIG. 54 

de un rectángulo con cuatro apéndices, que representan 

la continuación de sus lados, véase Darwin, Some conformal transformations invol- 
ving elliptic functions, The Philosophica Magazine ser. 7 41, N° 312 (1950, 


La integral 


G ЧЕ ё dt 
ve v ao arava 
f dy 
=| Mes) Vi етед AS 


ò 

se lama integral eliptica normal de tercera especie en la forma de Legendre. 

La sustitución de la variable independiente 2=sn u conduce а la fórmula 
(а 

wisnu v, h= | тузт (14) 

ë 
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La magnitud П, (у, £)=w(1, у, А) П (=. ә, *) se denomina integral 
elíptica completa de tercera especie. 


1263. Halle la imagen del primer cuadrante del z-plano en la 
transiormación mediante la integral elíptica normal de tercera especie 
(13) para 0<k< 1. Considere por separado los casos en que v 
pertenece a los intervalos: 

1) (o, —1) 2 (—1, — а); 3) (— А, 0); 4) (0, со). 

Considere también los casos en que v=—1 у у= — Ё. 

Indique los recintos del w-plano que se obtienen mediante la 
prolongación según el principio de simetría a través de diferentes 
intervalos del eje real del plano z. En cada caso indique los recin- 
tos correspondientes en el u-plano, donde z=sn u. 

La integral 


Я 4: 
-= 15) 
| VIIa п 


“| {т 


de discriminante A=g3—27g3 # 0 (en tal caso ез, ез, es son distintos dos a dos) 
se llama integral elíptica normal de primera especie en la forma de Weierstrass 
y la función 

2=Yw (16) 


se denomina p-función de Weierstrass. Es una de las funciones elípticas funda- 
mentales de períodos 20 y 20 (me # о). Verifica la ecuación: diferencial 


ра р д0 — 0.400 — е1) (P — 1) (Ф—е,). (17) 


La función Ф (w) es par, bivalente el paralelogramo de todos (| 55) 
y tiene en él (Lia de segundo orden en el'cero y puntos. dobles ($ 8 
оф", w: 
е = 9 (0), e =P (040) 
«= (0). } un 
De (17) se desprende que 
Aa+t+e=0, 
1 
абе е р. ao 


1 
ае Bs 


1264*. Analice la transformación del z-plano que realiza la 
integral elíptica normal de primera especie en la forma de Weier- 
strass (15) рага valores reales de g, y g, y para А > 0. Considere 
los casos g, >0, g, <0 у g,=0. Halle los períodos de $ (ш). 

Sugerencia, Considere la transformación del semiplano superior Imz > 0 
empleando el principio de correspondencia de fronteras. 

1265*. Analice la transformación del z-plano mediante la integra! 
elíptica normal de primera especie (15) para valores reales de g, Ур, 
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y рага А < 0. Considere, en particular, el caso g,=0. Halle los 
períodos de # (w). 


rencia. Como А < 0, dos de las magnitudes е, es, es son conjugadas 
complejas y una es real. Sea е, una magnitud real y sea e, =a-+iĝ, e,==a—iĝ 
(В > 0). Considere la transformación del semicírculo |2—ez | = |е, —e, |. Im z > 0 
empleando el principio de correspondencia de fronteras y prolongue esta trans- 
formación según el principio de simetría. 


FIG. 55 


1266. Halle las transformaciones en el semiplano superior Іт ш > 0 
de los triángulos ABC bajo las condiciones indicadas: 
1) (4=0, B=0>0, C=% (1+i)— (оо, — 1, 0); 


жй 
2) (a=0, в=а>о,с=&У® е“ )— (00, =й, % 


3) (4=0, B=a>0, ceo) =, 2410 


Sugerencia. Haga uso de las soluciones de los problemas 1264 (еп el caso 
яз = 0) y 1285 (en el caso g, = 0). 


1267. Transforme los recintos biconexos /—/5, situados en el 
z-plano e indicados en la fig. 56, en un anillo circular p, < |w| < pa 


y determine el módulo к= (véase la pág. 37—38). 

En los problemas 1268—1270 transforme los recintos indicados 
en el círculo unidad |£|<1. 

1268. El rectángulo | Кеш | < K, |Imu| < K’ (0 < < 1). Halle 
la posición de los vértices en la transformación. 

1269. El interior de la elipse |z—1|+!z+1ļ=2a (a > 1) con 
cortes [—a, — 1] y (1, а]. 
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1270. El interior de la elipse |z—1|+|z+1|=2a (а> 1). 
Halle la posición de los focos en la transformación. 

1271. Transforme el exterior del círculo unidad [21 1 en los 
recintos 1, 2 y 3 del z-plano indicados en la fig. 57. 


Acerca de la aplicación de las funciones elípticas a los problemas de la 
transformación del semiplano superior en el exterior de arcos de elipses, hipér- 
bolas y parábolas, así como a la transformación en un anillo circular del exterior 
de dos segmentos rectilíneos arbitrariamente situados o de dos arcos concéntricos, 
véase, por ejemplo, el libro de Л. И. Седов, Плоские задачи гидродинамики и 
аэродинамики, „Наука“, 1966 (Sedov L. 1., Problemas planos de hidrodinámica 
y aerodinámica). 


CAPITULO X 


APLICACIONES A LA MECANICA 
YALA FISICA 


$ 1. APLICACIONES A LA HIDROMECÁNICA 
El movimiento plano estacionario sin torbellinos de un fluido Incompresible 
se caracteriza por la función analítica 
m()=p (x, y)+ib y) Mm 


[ү se lama potencial complejo о función caracteristica de la corriente; y se 

potencial y y, función de corriente. Las curvas q =const se deno- 
ирон» у les curvas líneas de corriente. La ve- 
шм de la Contento Y es ligada а шг) por las relaciones 


Ие Уу (0, | 
Иш (2) |, a = — arg w (3), 
V=grad q. 


Sea C un contorno cerrado que se recorre en la Ия positiva (el соп. 
torno C puede estar formado por dos lados de un mismo arco recorridos en di- 
recciones contrarias). La magnitud 


r= | Vds = {ах dy = È dp (3) 
ё ё ё 


(2 


se denomina circulación del vector Y a lo largo del contorno С. 
La magnitud 


ану dy (4) 


(n es la normal exterior del contorno cerrado C recorrido a 1а dirección positiva) 
se denomina flujo del vector V a través del contorno С. Análogamente, el flujo 


del vector V a través del arco AB se define mediante la integral { Vads (la 
ÄB 


dirección de la normal n debe ser indicada). 


1) En relación con este capítulo véase [2, capítulo III] y la bibliografía 
allí indicada. 
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Uniendo las fórmulas (3) y (4), obtenemos 
гъ} u (2) dz. (5) 
ё 


Si ш” (z) está definida еп el interior de С y tiene alli un número finito de pun- 
tos singulares, se tiene 


T+iQ=2ni У) res w (2). 
Si a es un pe de la función w (г), рага w (г) existe en una vecindad de 
a el desarrollo de tipo 
а TER аара не +... 


Si dice que el término 510 In (¿—a) (Г y Q son números reales) determina en 
el punto а un manantial —torbellino de potencia Q y de intensidad Г que se 
determina un doblete de momento 


А ; Р. 
designa (a; Q, Гу; que el término 27 et 
ado (а; p) (р es un número complejo; el radio vector P determina |а 
del eje del doblete que pasa por el punto a en 1а dirección de la linea 
de corriente) у que los restantes términos z = 
tipletes de orden 2%. 
Respectivamente, si en el о se tiene 


A 


determinan enel punto a mul- 


el término Т9: determina en el œ un manantial-torbellino de potencia 


—Q e intensidad —Г, el término >р. z derermina un doblete de monento p (la direc- 


ción_de las líneas de corriente en el «o coincide con la dirección del radio vec- 
tor р) y los restantes términos cąz* determinan multipletes de orden 2k. 
ntos en los que V=0 y, por consiguiente, w'(2)=0, se llaman puntos 
eríticos de la corriente; de estos puntos las líneas de corriente y equipotenciales 
len alternadamente. Si el punto crítico ез un сего de orden (л—1) de la deri- 
estas líneas forman entre sí Spas de л/2л. Una ramificación semejante 
is líneas es posible también en el œ. 


En los problemas 1272—1285 se requiere construir, a partir del 
potencial complejo de la corriente dado, las líneas equipotenciales 
y las líneas de corriente, determinar V, los puntos singulares y crí- 
ticos, la potencia y la intensidad de los manantiales— torbellinos 
y los momentos de los dobletes, asi como estudiar el comporta- 
miento de la corriente en el оо. 

1272. w=cz(c=a + ip). 

1273. ш = 2" (en particular, n=2, 3). 


de 


1 Si Q=0, se tiene un torbellino (a; Г). Si Г. =0, si tiene un manantial 
(a; Q). Si la potencia del manantial es Q < 0, suele decirse generalmente que 
se tiene un sumidero 
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1274. ш=}-®1пг. Considere, en particular, los casos Г=0 y 
Q=0. 
1+0 2: 
1275. w= $S ni 


5- 
1276. w=}. Determine también la velocidad en los puntos 
241. 
R 
1277. 1) w=2+®; 2) w 


1218. w=}. 


1279. ш 1п (22 —а?) (а > 0). Determine también la velocidad 
en los puntos + ía. 


1280. w= In = (a > 0). 


1281. ш= in (2-5). 1282. w=In (145). 


2л 
++). 


1283. шп ( 
1284. w=az +£ Inz (a>0, Q>0). 


1285. шаг nz (a>0, Г> 0). 
1286. Investigue el carácter de la corriente en el recinto 
1212 А, si 
w=a(2+2) + 1пг(а>0, г> 0). 
Considere los casos: Г < 4ла®, Г = 4лак y T> 4лаК. 


1287. Halle en todo el plano el potencial complejo ш (2) de la 
corriente, formada por los manantiales —forbellinos (ба Qù, ГЫ} 
@=1,, ---, лу, que tiene en el infinito la velocidad” dada 

e 


1288. ¿Puede partir una línea de corriente de un punto que es: 
1) un torbellino, 2) un doblete, 3) un torbellino y un doblete a 
la vez. 

1289. Halle la ley de variación de un manantial — torbellino, de 
un doblete y de un multiplete, situados en el punto a o en el со, 
para las siguientes transformaciones conformes univalentes de unas 
vecindades de estos puntos (c, +0, c, 0): 


1) t=a+a(z—a)+ ... ; 2 ф=а+ +.. 
3) =Å 


++... 4) $=сг+%-+... 
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1290. Halle la ley de variación de un manantial — torbellino para 
las transformaciones n— valentes: 


ф=а +, (20 +... , 70; 
2.1 6.0, 


1291. Demuestre que la corriente puede ser prolongada según el 
principio de simetría a través de una parte rectilínea o circular de 
una línea de corriente o de una línea equipotencial, con la parti- 
cularidad de que un manantial — torbellino se transforma en un ma- 
nantial— torbellino, un doblete en un doblete y un multiplete, en 
general, en un conjunto de multipletes hasta el mismo orden inclu- 
sive, Halle la ley de variación de la potencia y de la intensidad 
de un manantial —torbellino y del momento de un doblete. 


Observación. En el problema 1291 se establece el principio de simetria que, 
junto a las transformaciones conformes, se emplea ampliamente en la construcción 
de corrientes (véase los problemas 1293—1301). 

Del principio de simetría se deduce que, siempre que exista una parte recti- 
línea o circular en una línea de corriente o en una línea equipotencial, la 
corriente debe ser simétrica respecto a esta linea. Esto impone ciertas limitaciones 
со sólo а las singularidades de la corriente fuera de estas líneas, sino también 
en estas líneas o en sus extremos (si es que existen) 


1292. Una corriente en el 2—plano está formada por un número 
finito de manantiales, torbellinos y dobletes. 

1) Halle la condición necesaria y suficiente para que la circun- 
ferencia |2] = А sea una línea de corriente, si los manantiales, los 
torbellinos y los dobletes: a) no se hallan sobre esta circunferencia; 
b) se encuentran todos en ella; c) algunos se hallan sobre ella y 
otros no. 

2) En estas mismas suposiciones halle las condiciones para que 
la circunferencia [2 |=R sea una línea equipotencial. 

1293. Halle los potenciales complejos de las corrientes en el 
semiplano superior Imz > 0 a partir de las singularidades dadas y 
del valor de la velocidad Va: 

1) La velocidad У„ =V. 2) El torbellino (a; Г) y la velocidad 
V.=0. 3) El manantial (a; Q) y la velocidad V.=0. 4) El do- 
blete (a; p) y la velocidad У„ =Ú. 5) Los manantiales — torbellinos 
{(а„; Qu Por (k=1, 2, ..., n), el doblete (а; р) y la velocidad 
Va =V. ¿Qué se puede decir acerca del comportamiento de la co- 
rriente en el со? 6) El manantial —torbellino (0; Q; Г) y el doblete 
(0; р); И =0. ¿Qué valores puede tomar el momento del doblete р? 
¿Es siempre posible la corriente, si T +0? 

1294. Construya en el círculo |г| < R las corrientes que tienen 
respectivamente: 

1) el torbellino (a; F); 2) el doblete (a; р). 
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1295. Halle las condiciones para la posibilidad de la construc- 
ción de corrientes en el círculo |z| < R, si 

1) sólo hay manantiales {(а; О} (k=1 
en el interior del círculo; 

2) además de los manantiales del punto 1) hay manantiales 
{(ai; Qu) (k=1, 2, ..., m), situados en la circunferencia |z |= А. 

Halle en ambos casos los potenciales complejos de las corrientes. 

1296. Construya en el recinto |2| > А las corrientes que se 
caracterizan, respectivamente, por: 

1) el torbellino (a; T), la velocidad И. =0 у la circulación en 
el infinito Te =0; 

2) el doblete (a; p), la velocidad Уш =0 y la circulación Г. =0; 

3) la velocidad И = Уе! y la circulación Г. =0; 

4) la velocidad И. = Ие y la circulación Г a lo largo de la 
circunferencia [2|=R 

Observación. Los dos ejemplos últimos del problema 1296 ofrecen la circun- 


dación de un círculo con una velocidad dada en el infinito con circulación y sin 
circulación (véase, por ejemplo, [2, capítulo 111, n° 49). 


12, ... , n), situados 


En los problemas 1297—1300 construya, aplicando el principio 
de simetría, las corrientes a partir de las singularidades dadas (en 
el infinito y en los puntos angulares la velocidad es igual a cero). 

1297. En el recinto |2| > 1, Imz > 0 y con el torbellino (ia; Г), 
a>0. 


1298, En el ángulo 0 < агаг << con el manantial las "+; о). 


а> 0. 

1299. En el primer cuadrante Rez>0, Imz>0 соп el ma- 
nantial (1; Q). 

1300. 1) En el primer cuadrante Rez > 0, Imz>0 соп el ma- 
nantlal (1; Q) y con el sumidero (i; — Q). 

2) En el primer cuadrante Rez > 0, Imz > 0 con el manantia) 
(1+5; Q) y con el sumidero (0; — Q). 

1301. Construya la corriente en todo el z-plano, si se sabe que 
en el semiplano superior Imz > 0 tiene un doblete (a; р) y manan- 
tiales-torbellinos (a; Qu Г} (k=1, 2, ..., n), que el eje x es 
una línea equipotencial y que la velocidad У. = Геі. ¿Es siempre 
posible una corriente de este tipo? 

1302. Construya la corriente en todo el 2-plano, si se sabe que 
tiene manantiales-torbellinos (aj; Qa, Г,)} (£=1, 2, ..., n) y un 
doblete (а; p) en el círculo |z| < R, que la circunferencial |2|=R 
es una línea equipotencial y que la velocidad Ve =Ve'*. ¿Es siempre 
posible una corriente de este tipo? 

1303. Construya en un recinto simplemente conexo D limitado 
por el contorno С una corriente que tiene manantiales-torbellinos 
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{(а Qu ГӘ} (k=1, 2, ..., п) y рага la cual С es una línea de 
corriente, ¿Es siempre posible una corriente de este tipo? 

1304. Construya en un recinto D que contiene el punto infinito 
y está limitado por un contorno C la corriente con manantiales- 
torbellinos {(а,; Qu, Г} (0—1, 2, ..., п) y la velocidad dada 
И. =Vel=, para la cual С ез una línea de corriente. ¿Es siempre 
posible una corriente de este tipo? 


En los problemas 1305—1312 se considera la circundación de 
contornos acotados y no acotados (que deben ser líneas de corriente). 
Los problemas se resuelven mediante la transformación conforme en 
el exterior del círculo, en el semiplano superior o en una franja 
rectilínea. 

1305. Construya la circundación de un contorno acotado C con 
la circulación Г dada y la velocidad Va = Ие“. ¿Qué transformación 
realiza el potencial complejo ш (г) en el caso en que Г=0? 


а y 

1306, Construya la circundación de la elipse 2: 4- ағ = 1: 

1) con la velocidad dada Ve y sin circulación; 

2) con la velocidad dada Va y con la circulación Г. 

1307. Construya la circundación de la placa |x|<C, y=0: 

1) con la velocidad dada V. y sin circulación; 

2) con la velocidad dada Væ y con la circulación Г definida por 
la condición de que uno de los extremos de la placa es el punto 
de partida de la corriente (postulado de Zhukouski —Chaplyguin). 

1308. Construya la circundación del perfil de Zhukovski' con la 
velocidad dada Ve y con la circulación Г definida por el postulado 
de Zhukovski—Chaplyguin (el extremo agudo del perfil debe ser 
el punto de partida). 

En los problemas 1309—1312 construya la circundación de los 
contornos dados. 

1309, De la parábola y*=2px (por el exterior y por el interior). 


1310. De la rama derecha de la hipérbola E 


exterior y por el interior, con la velocidad Ve = 0). 
1311. De las semirrectas — оо < х<—1, y= + n. 
1312. De las semirrectas 1 < |x| < со, у= 


к= 1 (рог el 


En los problemas 1313—1317 se consideran corrientes periódicas 
(V (¿+ о) = V (2)) y corrientes en franjas curvilíneas (canales). Para 
construir estas corrientes es preciso transformar conformemente las 

1 Véase el problema 313 y la respuesta al mismo. 
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franjas curvilíneas en franjas rectilíneas, prolongar las corrientes 
mediante el principio de simetría y emplear el desarrollo de funcio- 
nes meromorfas en series de fracciones simples. 

En los problemas 1313 y 1514, para las corrientes periódicas 
con el potencial complejo dado y en la franja del período, analice 
las singularidades, construya esquemáticamente las líneas de corrien- 
te y las líneas equipotenciales y determine la velocidad en el оо. 


49 y a E 
1313. ш = -уу-1пзеп z; 2) w=3,7 In senz. 


1314. w= L.ctgz (0< agp <$). 


1315. En 1а franja rectilinea S:0 < x < o del z-plano construya 
la corriente, formada por el manantial — torbellino (a; Q, Г), a €S, 
que tiene las velocidades dadas V (х--і оо) = y V(X—100)=WV, 
¿Es siempre posible una corriente de este tipo? 

Construya esquemáticamente las líneas de corriente y las líneas 
equipotenciales cuando Г=0 ó Q=0. 


Sugerencia. Prolongue la corriente aplicando el principio de simetría y haga 
uso del resultado del problema 1313. 


1316. En la franja rectilinea S: 0 < x < о del z-plano construya 
la corriente, formada por el doblete (a; р), аЄ5, que tiene la ve- 
locidad dada V (x + i оо) = iV. Construya esquemáticamente las líneas 
de corriente y las líneas equipotenciales. 

1317. Construya en la franja curvilínea S del 2-plano, anaa 
por los contornos C, y C,, la corriente que circunda C, y C,, tiene 
anantiales— torbellinos dados y dobletes en S y tiene las velocidades 
dadas V, y V, en los puntos infinitos О, y О, de la franja S. 
Indique las condiciones suficientes para la existencia de una corriente 
de este tipo. 


Una corriente se denomina doblemente periódica si su velocidad 27 (2) es una 


función elíptica, 
Пата función elige una función meromorfa doblemente periódica, de 


períodos 2w y 2ш”, siendo Im = P o(en lo sucesivo se acepta que Im > > o). 


De esta definición se desprende que f (2-4 2mw-+-2nw")=f (2), donde m y n son 
números enteros cualesquiera о ceros, 
El paralelogramo de vértices ze, zo- 20, z+ 20" y 20-+-20--20* (z, es un 
punto, albitrario), se denomina paralelogramo de periodas. 
ЗГЕ) es una función eliptica distinta de una constante, posee las siguientes 
(teoremas de Liouville): 
ms |09) tiene al menos un polo en el paralelogramo de periodos. 
la suma de los residuos de / (г) respecto a todos los polos, situados en el 
paralelogramo de períodos, es igual a cero; 
$) Ja ecuación f @)=а tiene en el paralelogramo de periodos la misma can- 
tidad de raices cualquiera que sea el número complejo a, finito o infinito (este 
número de raíces se llama orden de la función elíptica); 
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4) la diferencia entre la suma de todos los ceros у la suma de todos los 
polos de la función / (2), situados en el paralelogramo de períodos, coincide con 
uno de sus períodos, es decir 


Уо – Pr=20+2v0" (p y v son números enteros). 
Se llama Sigma función de Weierstrass a la función entera 


(6) 


donde 2=2n0-+42mw" y el producto se toma respecto a todos 105 Q diferentes 


de cero. La función o (z) es impar. 
Se Пата Zeta función de Weierstrass a la función meromoría 


o(a) 1 “1 l z 
Y (attt) о 
donde la suma se toma respecto а todos los A diferentes de сего. La función 


E (2) es impar. 

La función de Weierstrass $ (2) de períodos 20 y 2" (véase la pág. 178) 
está ligada a (г) madiante la relación 19 (2) =— 6 0). 

ото 


1 (2+ 20) —E (21 = (2) —@ (24-20) = 

se tiene 

E (+20) —E (2) «а? 
y análogamente 

E (2420) —5 (2) =a 291, 
donde n y n’ son FR Valiéndose de que la función { (z) ез impar, es 
fácil probar que A ыд = 
u 


(0) 
Las magnitudes “п, y, o y w están ligadas por la relación de Legendre 
лыы 
w- то. 


Tomemos 
чет, тет y +1 =. 
v=o, o=o, у 0+0 =w, 


Las funciones оу (z) se definen mediante las relaciones 
ок(у=—е"" @=1, 2, 3). в) 


Respectivamente, 


(9) 


Las funciones ар (г) están ligadas а la función de Weierstrass $ (z) y а las fun- 
ciones de Jacobi sn z, cn z y dn z mediante las siguientes fórmulas 


==. ao 
mV O, du, a 


donde и==г V e, ез y ек = (ш) (véase la pig. 179). 
Mediante о (2) y 2 (2) se puede expresar cualquier función elipti 
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f(2) tiene en el 


Si aralelogramo de períodos solamente polos simples Ёд de 
residuos Аһ (k=1, 2, 


п), se tiene 


te= 2 Ark (2—b) +C. (12) 


Si / (2) tiene en el paralelogramo de periodos ceros az y polos ba (k = 1, 2, 
cada бе Ле les enald зе esine tantes veces cuanta multiplicidad tienes 


. 03) 


Н 
donde b} = У) 
1 


Se Пата Theta funciones de Jacobi а las funciones 


ар 
T) n-on 


z, ES 
- Y 04 т) аа раю, 04) 
— 


=t, (++) .9.0= F етө, (e+3+3) у 


П 

ө иене, (64 3). (15) 
donde 0 = еч" w 
Eae Tiaa Ботон tatia ligados а las Sigma funcione por relaciones de Про 
00 
о(г) = 20, дле 16 
СИЛ ae 
o; diia Дә, a, 2, 3) on 
Fra (0) к 


donde z= Вац. 
La ventaja de las Theta funciones consiste en la rápida convergencia de las 


series que las determinan. Empleando la fórmula (16), la representación (13) se 
puede escribir en la for 


(18) 


impleando las fórmulas (11), (16) y (17) se puede obtener la expresión de 
е ре de Эжем an сар у da vés de las Theta funciones. 

EU o инса supous quel es un ает real y que a ea Un mero 
imaginario puro, es decir, que los paralelogramos de períodos son rectángulos. 


1318. Demuestre que la función 
Ft) = и а) 4 Cu 


es el potencial complejo de una corriente doblemente periódica con 
un doblete (æ; М) (М es el momento del doblete) en el paralelogramo 
de períodos. 

Considere, en particualar, los casos en que: 

1) а=0 y las curvas Imu =+ Imo’ son líneas de corriente; 
construya esquemáticamente las líneas de corriente y las líneas 
equipotenciales; investigue la transformación conforme que realiza 
la función £ (и). 

2) [(u+2w)=f(u); construya esquemáticamente las líneas de 
corriente y las líneas equipotenciales e investigue la transformación 
conforme t= f (и). 

1319. Demuestre que las corrientes definidas por los potenciales 
complejos $, (и) (k=1, 2, 3) se reducen mediante traslaciones en 
los planos и y $ a las corrientes del problema 1318 (соп C=0). 

Sugerencia. Haga uso de las fórmulas (8) y (9). 


1320. Demuestre que las corrientes definidas por los potenciales 
complejos 
ca 
(æ) 
о, (5 


(véase la pág. 176) se reducen mediante transformaciones lineales 
a las corrientes del problema 1318, 2). 

1321. Demuestre que la corriente definida por el potencial com- 
plejo E (и) (véase la рав. 176) se reduce mediante transformaciones 
lineales a la corriente del problema 1318, 1). 


(k=1, 2, 3, 4) y Z(u) 


Sugerencia. Demuestre previamente las relaciones ] 


Ка (ее) 0% y 


1322. Halle el potencial complejo f(u) de una corriente doble- 
mente periódica con dos dobletes (a; М) y (В; N) en el paralelo- 
gramo de períodos. 

Analice en qué caso la función f(u) será elíptica y las curvas 
Imu=-=+Ímo', Reu=+o serán líneas de corriente y líneas 
equipotenciales (o viceversa); construya esquemáticamente las líneas 
de corriente y las líneas equipotenciales. 


En los problemas 1323—1325 investiga las corrientes doble- 
mente periódicas definidas por los potenciales complejos f (и) dados. 

1323. snu. 1324. спи. 1325. dnu. 

1326. Halle el potencial complejo f (u) de una corriente doble- 
mente periódica con dos manantiales-torbe!linos (о; Q, Г) y (B; — Q, 
— Г) en el paralelogramo de períodos. Considere, en particular, los 
casos en que а = 0, a=0w, 2=0+0" y PB=0". 


Halle la forma de la función f(u) que satisface la condición 
Hu-+20)=/(u). 

En los problemas 1327—1329 investigue las corrientes definidas 
por ios potenciales complejos f (u) indicados. 

1327. 1) Insnu; 2) In cnu;) Indnu. 1328. $ (u). 


1329. т®, (0) (v= 25. k=1, 2, 3, а). 


Para construir un potencial complejo / (г) еп un recinto doblemente conexo D, 
éste suele primero transformarse conformemente en un anillo circular R:p < |t| <1 
(и = 1/р es el módulo de D); a su vez, el anillo R con el corte radial [p, 1] se transforma 
mediante la función £ = 274/9 en un rectángulo de vértices 0, 29, 2o-+" y w” del 


u-plano de manera que los bordes del corte se transforman en los lados laterales y 
1-2 Lin —. Las características de la corriente en el rectángulo se determinan 


o 

siguiendo el método de solución del problema 1289. Como las bases del rectángulo 
son líneas de corriente, la corriente se prolonga a través de ellas por el principio 
de simetria (véase el problema 1291), Después se determina, el potencial complejo 
Ф (и) de la corriente doblemente periódica de periodos 2w y 2ш” obtenida; entonces 
Í (2) = Ф [u (2)] (véase el libro de L. /. Sedo» señalado en la pág. 181). 

1330. Halle el potencial complejo de la corriente: 

1) en el anillo circular R: л, < |г| < 7, con las 
a lo largo de las circunferencias frontera; 

2) en un recinto cualquiera О" acotado y doblemente conexo 
con las circulaciones Г a lo largo de los contornos frontera; 

3) en el exterior de los círculos sin puntos comunes con las cir- 
сасне +T en las circunferencias frontera у con la condición 
Va =0; 

4) en un recinto doblemente conexo D, que contiene el punto 
infinito, con las circulaciones +T a lo largo de los contornos fron- 
tera y con la condición Ve=0. 

1331. Construya en el anillo circular R:p < |г| < 1 la corriente, 
formada por el doblete (a; р) (р < а < 1), que circunda sin circula- 
ción los contornos frontera. investigue la transformación t= / (2) y 
censtruya el esquema de la posición de las líneas de corriente. 


Sugerencia. Haga uso de las soluciones de los problemas 1289, 1) y 1322. 


1332. Construya en un recinto doblemente conexo D que contiene 
el punto infinito la corriente que circunda sin circulación los con- 
tornos frontera y que tiene en el оо la velocidad И. = Veis, 

1333. Construya en el anillo circular R: p < |г| < 1 la corriente, 
formada por un doblete у un cuadriplete situados en el punto z= 1, 
que circunda sin circulación las circunferencias frontera. Construya 
las líneas de corriente e investigue la transformación £= f (2). Con- 
sidere, en particular, el caso en que sólo hay un doblete. 


ulaciones Г 


з) Aqui y en lo sucesivo se supone conocida la función que transforma el 
recinto D en un anillo. 
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Sugerencia. Represente el potencial complejo f (г) en la forma 
Ea € 
т=н Еу Ж-а ао. 
y examine qué valores de c~; y c-, son posibles, 


1334. 1) Construya en el anillo circular R:p < |2| < 1 la corriente, 
formada por el torbellino (а; Г) (p< a< 1), que circunda las cir- 
cunferencias frontera con las circulaciones T, (a lo largo de la cir- 
cunferencia |z|=1) y T, (a lo largo de la circunferencia |2|=p). 
¿Pueden escogerse arbitrariamente T, Ї, y Г,? Considere, en particular, 
los casos еп que P,=0 y T,=—T,. 

Investigue las transformaciones que realizan las funciones f = f (2), 
3=ew!/" en el primer caso y las funciones (=f (2), 8 =e- tt 
y з= ИВ 1,(8,= — е9", donde y, es el valor de la función 
de corriente en el punto crítico) en el segundo caso. Construya en 
el plano u las líneas de corriente y las líneas equipotenciales. 

2) Construya en un recinto doblemente conexo D que contiene 
el punto infinito la corriente que circunda los contornos frontera 
con las circulaciones Г, у Г, y que tiene la velocidad Ve = Ve’. 


$ 2. APLICACIONES A LA ELECTROSTATICA 


Un campo electrostático plano de intensidad E=Ex-+iEy= Ee! se 
riza por una función analítica w(z)=u-+iv llamada potencial complejo; 
llama función potencial (es siempre unilormel) y u, función de fuerza, Las cur- 
vas u=const se llaman líneas equipotenciales y las curvas u=const, lineas de 
fuerza del campo. Se tiene 


E=—grdo=— WE, Е=|ш'(@}, а= — аа (e), 


En todos los problemas de este párrafo, en los que se trata de campos elec- 
trostáticos en recintos limitados por uno o varios contornos frontera, se supone 
ше а lo largo de cada contorno simple la función potencial es constante (es 
lecir, cada contorno de este tipo es un conductor). 
Si a es un polo de w’ (г) y рага w existe en una vecindad de a el desarrollo 
Ca pi 1 
A а piget @—@+.... 


el término 27 ln define еп el punto a una carga puntual plana de mag- 


піша p=2q, designada (а; 2) (en este caso a una unidad de longitud de un 
conductor rectilíneo perpendicular en el punto а al z-plano corresponde en el 
espacio la carga 9); el término рї/(г— а) define en el punto а un dipolo_de mo- 
mento p, designado (a; p) (р es un número complejo; el argumento de р deter- 
тіпа la dirección del eje del dipolo); los restantes términos с-,/(т—а)* (k=2, 
.» n) definen en el punto a multipolos de orden 2k. 
Respectivamente, si en el œ se tiene 


w() =en" +... pizt 2i ln афсо ЬЬ... 
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el término 2gi ln z define еп el œ una carga puntual plana de magnitud р= 27 
y el término piz, un dipolo de momento р. 
Si la función w=u-+iv se considera a la vez como el potencial complejo 


del campo electrostático Œ= — iw (2) y como el potencial complejo de la co- 


rriente de un líquido con la velocidad V= 
analogía electrohidrodinámica: 


(2). esto conduce а la siguiente 


Corriente de un Шамо | Campo eletrostátco 
u Función potencial Función de fuerza 
u=const | Lineas equipotenciales Lineas de fuerza 
v Función de corriente (puede | Función potencial (siempre uni- 
ser multiforme) forme) 
о= сопзі | Lineas de corriente Líneas equipotenciales 
[ЖЯ Consumo del líquido Diferencia de potencial 
$ Pn Circulación г-ф V,ds Flujo N=$ En ds 
- Torbellino (а; Г) Carga puntual (a; 24) 4 =Г/4л 
- Manantial == 
= Dipolo de momento р Dipolo de momento р/2лі 
- Circundación соп torbellimos | Campo con cargas, dipolos y 
y dipolos dados líneas equípotenciales fronte- 
ra dados 


En los problemas 1335—1342 hay que determinar a partir de 
los potenciales complejos dados w(z) las funciones potencial y de 
fuerza, la intensidad del campo, el carácter de las singularidades 
(entre ellas, también en el 00), así como construir esquemática- 
mente las familias de las líneas equipotenciales y de fuerza (4 es 
un número rea)). Compare con las soluciones de los problemas 
1272—1285. 


1335. ш=сг (c=a+ip). 1336. w=2qiIn— . 1337. w0=2qi Inx 
х=. 1838. ш = 2i ln(z —a) (a > 0). 

1339. w=% (р=|р|е®). 1340. ш=г+**. 

1341. ш= piz +2%4iln+ (р > 0, @ > 0). 


1842. w=piz+2i Y) ч! 
= 
1343. Halle la ley de variación de una carga puntual (а; 24) y 
de un dipolo (a; p): 
1) en una transformación conforme univalente; 
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(р > 0, 4 >0, а <а,...<а,). 


аһ 


2) en la prolongación según el principio de simetría a través 
de una parte rectilínea o circular de una línea equipotencial. 

1344. Pruebe que el potencial complejo de un campo electros- 
tático, formado en un recinto simplemente conexo D cualquiera 
por la carga puntual (a; 2q), se define mediante la fórmula 

ý П 
ш = 24 nz 5+ 
donde f(z, a) es la función que transforma conformemente el ге- 
cinto D en el círculo unidad de manera que f (a, а) = 0 y с es una cons- 
tante real. 

Establezca la relación entre la función potencial v(z) y la fun- 
ción de Green del recinto D (véase el problema 1043). 

En los problemas 1345—1351 halle, empleando los resultados 
del problema 1344 o el principio de simetría, los potenciales com- 
plejos de los campos electrostáticos, formados por las cargas pun- 
tuales dadas en los recintos indicados. 

1345. En el semiplano superior Im z> 0 por la carga (2,; 24). 

1346. 1) En el círculo |2| < R por la carga (2,; 24); 2) en el 
exterior del círculo |2| > А por la carga (2,; 24). 


1347. En el exterior de la elipse 24-9 = 1 por la carga (оо, 24). 


ин Еп el exterior del segmento |х|< А, y=0 por la carga 
(оо, 24). 

1349. En el exterior del cuadrado | x| < d, |у| < 4 рог la carga 
(оо; 20). 

1350. En el rectángulo |х| < а, |у| < 0 рог la carga (0, 24). 

1351. Еп el rectángulo 0 < х < 2а, 0 < у < 26 por la carga 
(20; 24). 

Еп los problemas 1352—1356 construya los campos electrostá- 
ticos formados por los dipolos dados. 

1352. En el círculo |z| < А por el dipolo (а; р). 

1353. En el exterior del círculo |2|>R рог el dipolo (a; р). 

1354. En el exterior del segmento |x| < R, y=0 por el dipolo 
(со; р). у 

1355. Еп el exterior de la elipse 22 4-7 = 1 роге! dipolo (оо: p). 


1356. En el rectángulo |х| <а, |y|<b por el dipolo (0; р) 
(рі = pela), 

1357. Demuestre que el campo electrostático, formado en un 
recinto simplemente conexo cualquiera D por un dipolo (a; p), se 
define рог el potencial complejo w=f (z), donde la función f(z) 
transforma el recinto D en el exterior de un segmento horizontal 
de manera que /(а) = оо y que la parte principal de f(z) en el 


punto a es igual a 2, si aoo, y a piz, si а= о. 


ms. 


Неде F(2), si se conoce la función # (г) que transforma el re- 
cinto D: 

1) en el interior del círculo unidad, si а = оо, con la particu- 
laridad de que £(a)=0 y t (a) > 0; 

2) en el exterior del círculo [4] >R, si а= оо, con la parti- 
cularidad de que { (оо) = оо y f'(00)=1. 

1358, Construya en el recinto simplemente conexo D el campo 
electrostático, formado por cargas puntuales {(а,; 2q,)) (k=1, 2, 
..., п) y por el dipolo (а; р). 


137), cuya 


Sen g 2) la función de Green del recinto D (véase la pá 
frontera Ї se compone de contornos simples y lizos a trozos Г, Fa, ... Tp; sea, 
además, л la normal interior de Г y supongamos que Г se гесе en la direc: 
ción positiva {о a D. Si u(2) es una función armónica en el recinto D y 
шаан т, de de (боша de Green es dediat (que 


uz porga 2 de 


“ozz pozn mo —in a] ds. 


Si el recinto D contiene el punto infinito у la función u (z) es en él armónica 
debe agregarse а os segundos miembros de las fórmulas mencionadas u (œ). En 
este caso, la función de Green g (2, оо) puede ser representada en una vecindad 
del punto infinito en la forma 
1 
ele зуи (тт) ч 

La magnitud 

у= lim 16, о) —In/=1 
se llama constante de Roben del conjunto cerrado que representa el complemento 
de Р еп el z-plano; 1а magnitud ет se llama capacidad de este conjunto. 


1359. Demuestre las siguientes proposiciones (n es la normal 
interior): 


1) glz, Ots =n A E a 


si а % оо; 
D г, ©)=т— | Ыш 


45, 


ds si гє Ру el recinto D 


contiene el punto infinito; 


з) 1,0269 e ds=y si 2Є D y el recinto Deontiene 


el punto infinito; 
4) A det si aœ o sia=00€D, 
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Sugerencia. En el punto 1) haga uso de la propiedad de simetría de la fun- 
ción de Green g (Z. 2) =g (z; 0 y, de la representación integral de una función 
armónica a través de sus valores frontera. En el punto 2) haga uso de la repre- 
sentación integral de la función ln | £z ¿5 (6-0 EQ, e) armónica en D, del paso 
al límite y de la propiedad de simetria q (œ : En el punto З) pro- 
ceda de la misma forma, pero partiendo de М la Fed inf. 21—80. ®)®, 


La función 


1 
ve (2) =2q In Teal 

se llama potencial logarífmico de la carga puntual (a; 24). En el z-plano am- 

pllado с, (2) representa el potencial lagaritmico de dos cargas puntuales: (a; 29) y 

We Y un contorno que verifica las condiciones indicadas en la pág. 196 y 

жале y v (G) reales у continuas a lo largo de P 


ec fom тт“ 


зе Пета potencial logaritmico de una copc simple de densidad de distribución 
P ($) (en el espacio le corresponde el potencial de una superficie cilíndrica car- 


gada de base Г y de densidad superficial de carga £ » es decir, a un elemento 


cuadrado de la superficie sobre el arco ds corresponde la carga Las 
La función v (2) es continua еп el z plano finito y armónica & йө р 
no perteneciente а Г, a excepción del punto z= æ, donde tiene una singularidad 


logarítmica 
v(2)=-—2 In] а (Ey) > z= peras 


(esto significa ge al potencial о (2) corresponde la carga (œ; —2q)). 
La integral 


v voz 


se llama potencial fogaritmico de una capa doble de densidad de distribución МД}; 
ао lago de Y se Hallan distribuidos dipolos de ejes orientados según la 

ción dada de la normal n a Г, a dirección de la normal inlerior, al T 
ta la frontera de un recinto; у (0 es la densidad de distrivución de los dipoloa), 
бо. 2) es el ángulo entre n y el vector que va de Ç a z y dg (C. z) es el 
ángulo bajo el cual se ve desde z el elemento de arco ds, se tiene 


о о Р 0 ау ае С a. 
т а 


En particular, рага un contorno cerrado Г у рага у ({) == 1 se tiene 


ри (E = зе halla dentro de г, 
TT 47 la sizs re Г, 
с Ч O; si z se halla fuera de Г 


г 
(véase también el problema 1041). 

La función de Green g (z, a) de un recinto D puede ser considerada también 
como un potencial de ып campo electrostático formado por la carga puntual 


> Véase, Nevanlinna R., Eindeutige analytische funktionen, Springer, Berlín, 
1953, cap. V, § 2. 
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(a; 1), si la frontera Г del recinto D está conectada con tierra. El problema 1359, 
1) demuestra que en el caso en que а Ż co la conexión de Г con fierra equivale 
a la distribución a lo largo de Г de una carga de densidad de distribución 


pt) =—3 EGA, además, según el punto 4) del problema 1359, la mag- 


nitud total de la carga es igual a —1. En el caso en que a=0>, la carga 
(>, 1) y la conexión ве Г con tierra equivalen conjuntamente a la distribución 
а lo largo de Г de una carga de densidad de distribución р (£)= -5 elta 
y de magnitud total —I y a la adición de un campo de potencial constante y 


¡véase 1359, 2)). En estos casos las distribuciones а lo Jargo de Г se Патап 
inducidas por la carga (a; 1). 

En los problemas 1360—1363 halle la densidad de distribución 
p(%, a) a lo largo del contorno Г inducida рог la carga (а; 1) у 
el potencial correspondiente de la capa simple v(z, a) para los re- 
cintos limitados por el contorno P. 

1360. Г es el eje real, Іт a > 0. 

1361. 1) Г es la circunferencia |2|=R y |а|< R; 2) F es la 
circunferencia |2|=R y |а| >R (considere, en particular, el caso 
еп que a= оо). 

1362. Г es el segmento |х|< №, y=0 del eje real y а оо. 

1363. Г es la elipse Sr! y A=00. 

1364. Considerando conocida la función de Green para un re- 
cinto D que contiene el punto 2 = оо, resuelva el problema de Ro- 
ben: halle la densidad de distribución р (¢) a lo largo de la fron- 
tera Г del recinto D de una carga unidad que crea fuera de D 
y a lo largo de Г un potencial constante ”. 

Sugerencia. Véase el problema 1359, 3) y 4). 

En los problemas 1365—1367 resuelva el problema de Roben 
para los recintos dados D. 

1365. D es el exterior del círculo |z| >R, 

1366. D es el exterior del segmento |x| <R, y=0. 

1867. D es el exterior de la elipse P+F =1. 

En los problemas 1368 — 1371 halle las capacidades (véase la 
pág. 196) de los conjuntos cerrados. 

1368. |2|< А. 1369. |х| <А, y=0. 

1370. 4+5 1. 1371. [2—2*|<a*(a>0). 

1372. Sea Ф (5) una función continua real definida у diferenciable 
a lo largo de un contorno cerrado simple T. 


1 En el libro de В. Nevanlinna mencionado en la pág. 197 se trata de la 
solución del problema general de Roben que exige determinar una distribución 
no negativa de una carga unidad sobre un conjunto dado Е tal que el poten- 
cial logarítmico correspondiente tome en cada punto del conjunto E un mismo 
valor constante. 
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Demuestre que la parte real де la integral de tipo de Cauchy 
1 PE аў ез un potencial logaritmico de una capa doble de den- 


Pai 
У 


sidad я y que su parte imaginaria ез un potencial logarítmico 
de una capa simple de densidad —¿7 $. 

1373. Demuestre que toda función v(z) acotada y armónica en 
el semiplano superior Imz > 0 puede ser representada en forma de 
un potencial logarítmico de una capa doble: 


00). 007 in Lat. 


En cambio, si v(z) es regular en el оо, puede ser representada 
también en forma de un potencial logarítmico de una capa simple: 


ðo (t) 1 


№ 7 т). 


oo) a 


1374. Halle en el semiplano superior Im 2>0 el potencia 
complejo del campo electrostático, si su potencial о (г) toma a lo 
largo del eje real valores dados constantes a pedazos. Represente 
Ja función potencial en términos de las medidas armónicas de los 
segmentos correspondientes del eje real (véase la pág. 141): 

1) p en el intervalo (оо, а) y 0 en el intervalo (a, оо); 

2) p en el intervalo (a, 6) у 0 en los intervalos (—oo, а) y 


З) Pu Ф, -.., Ф, еп los intervalos (—00, a,), (а, 05), ..., 
(an-ı, а,) respectivamente y 0 en el intervalo (a,, оо) (aquí 
а <а, < ...<а,); 

4) pen el intervalo (а,, 00) у Pas Ф, ..., Ф, еп los intervalos 
(— оо, а), (а), а,), etc., respectivamente. 

Sugerencia. En el punto 1) haga uso de la transformación conforme en una 


franja; en los demás puntos haga uso del método de superposición (se puede 
también recurrir a la fórmula integral de Schwarz. рага el. semiplano, véase la 


pág. 141) 


1375, Halle los potenciales complejos w (г) y los potenciales v (2) 
еп los recintos doblemente conexos con la diferencia dada d =v, —0, 
de los potenciales v, y v, de los contornos frontera: 

1) en el anillo circular л, < |z| < r, 

2) en un recinto cualquiera D doblemente conexo. 

1376. Demuestre que, si D es un recinto cualquiera doblemente 
conexo y si la función potencial toma valores constantes (о, y v) 
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еп cada uno de los contornos que lo limitan, se tiene 


e) Int (2) +c-+ 10, 


v= !п 14 (41+, 


donde t(z) transforma conformemente D en el anillo 1 < [2] <p 
pes el módulo de D) y el contorno frontera de potencial v, se 
convierte en la circunferencia |/ | = 1; с es un número real. 

1377. Halle los potenciales complejos en los recintos doblemente 
conexos indicados (los potenciales v, y v, de los contornos frontera 
son constantes). 

1) En el exterior de las circunferencias |z+a|=R (а> А) 
(0, es el potencial de la circunferencia de la izquierda). 

2) En el exterior de las circunferencias |2|= 7, (con el poten- 
cial о) y [2—a|=r, (a>r,+"+). 

3) En el anillo circular no concéntrico comprendido entre las 
circunferencias | z |= А (con el potencial о) y |2—a|=r (0<a <R—r). 


4) En la elipse E 4% < 1 con un corte a lo largo del segmento 
ato 


que une sus focos (el potencial sobre la elipse es v,). 

5) En el exterior de los segmentos 1 < |х|< $, y=0 (0<k< 1). 
El segmento de la izquierda tiene el potencial v,. 

6) En el exterior de los segmentos |х| < 1, у=:Ел. El poten- 
cial del segmento superior es о. 


1378. Sea D un recinto múltiplemente conexo con la frontera Г 
compuesta рог n contornos Г,(#==1, 2, ..., n) suaves a pedazos 
ya «wa (г) la medida armónica del contorno Г, (véase la pág. 141). 

ї el recinto D es acotado, aceptaremos que Г„ es su contorno 
exterior. Demuestre las proposiciones siguientes: 

1) Si el recinto D es acotado, se tiene 

1 (до, 1 
a()= ={ js (=1,2,..., п—1), 


sl 


»®-1—&{ шш 


Si el recinto D contiene el punto infinito, se tiene 


о, (2) = ө, (00) 7 [20 In meas (6=1, 2, ..., п). 
T 
2) Para los puntos z no pertenecientes al recinto D los segundos 


miembros de las igualdades indicadas en el punto 1) toman el valor 
1 en el recinto acotado рог Г, (respectivamente, рог Г,) y comple- 
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mentario de D y el valor 0 en el recinto limi 
y complementario de D. 


Observación. Según el punto 1) las funciones оу (2) representan en el recinto D 
los potenciales creados por las cargas de distribución inducidas a lo largo de T 


con las densidades de distribución pa(2)=—¿7 240). 


ido рог Г,, == Ё 


En el caso en que el recinto D sea acotado, las magnitudes o, (2), ..., ор. 1(2) 
coinciden exactamente con los potenciales logaritmics de las Босна de, 
ñaladas inducidas a lo largo de Г. 


Los valores de las cargas de distribución руд, inducidas а lo largo del con- 


torno T;(i, k=1, 2, ..., n) por el potencial ор (2), es decir, 
1 (o 1(, дә 
ва 190 as AA 
T T 


se llaman constantes de capacidades mutuas de los contornos frontera (algunas 
propiedades de los números р se consideran en los problemas pea 
1379. Halle las medidas armónicas ©, (2), así como las magni- 
tudes р, (5) y Pią definidas en la observación al problema anterior, para: 
1) el anillo circular 1 <|z{< p; 
2) un recinto cualquiera D doblemente conexo, considerando 
conocida la función que transforma este recinto en un anillo. 
1380. Sea D el recinto del problema 1378 y sea v(z) el poten- 
cial acotado del campo electrostático que {ота valores constantes 
arík=1, 2, ..., п) en los contomos frontera (conductores) T4. 
Demuestre las siguientes proposiciones: 


0 00) ао). 


2) Si el recinto D es acotado y Г, es su contorno exterior, 
se tiene 
Lao П 


ol) =a, — z 20 in qg dsi 


en cambio, si D contiene el punto оо, se tiene 
[9 в 
| 


v(2) = 0 (оо) — 


да m=z 


Demuestre que los segundos miembros de estas fórmulas son iguales 
а ap(k=1, 2, ..., п) en los recintos limitados por Г, y comple- 
mentarios a D. 


3) Los valores de las cargas de distribución inducidas a lo largo 
de F; son iguales a 


29,= 


La <. 
эк \ ак ds= Y paan 
т Кеп 


siendo Y ГА 
a 
Sugerencia. Véase el problema 1075, 1). 


0. 


4) = [f (radot ахау = E пк. 
i 


Sugerencia. Véase el problema 1076. 
5) Si w (2) es el potencial complejo del campo, para la intensidad 
de distribución inducida se tiene 


TA 


Sea D un recinto cualquiera múltiplemente conexo cuya fron- 
tera F está compuesta por los contornos de Jordan Г,, 
Existen transformaciones conformes del recinto D en cada uno de 
los recintos canónicos siguientes que en las condiciones indicadas 
se determinan univocamente (a, b son puntos arbitrarios del recinto 
D, A es un número complejo arbitrario): 

1) En el plano con cortes paralelos. La función transformadora 
Рг) se determina univocamente, si se especifica su polo b y el 
coeficiente A del desarrollo 


=й. Ба (2—0)... (6700), 


LOL Mi 
Az F t. Ф = оо). 


2) En el plano con cortes radiales (asi llamaremos el plano con 
cortes a lo largo de segmentos situados a lo lango de rayos que 
nacen en el origen de coordenadas) o con cortes a lo largo de arcos 
circulares concéntricos de centro en el origen de coordenadas. La 
función f(z) se define por su cero a, su polo b y el coeficiente A 
del desarrollo 


zista b)+... Фя), 
(b= оо). 


3) En un circulo con cortes radiales o con cortes a lo largo de 
arcos circulares concéntricos (de centro en el origen de coordenadas). 
La función f(z) se define por las condiciones f(a)=0, f'(a) = 1 
y por la especificación del contorno T, que se transforma en la 
circunferencia. 

4) En un anillo con cortes radiales o con cortes a lo largo de 
arcos circulares concéntricos (de centro en el origen de coordenadas). 
La transformación se define univocamente, salvo transformaciones 
de semejanza y rotación, al especificar los contornos que se trans- 
forman en las circunferencias frontera interior y exterior. 
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Véase, por ejemplo, Г. М. Голузин, Геометрическая теория 
функций’ комплексного переменного, `„Наука“, 1966, ra. V 
(Goluzin б. M., Teoría geométrica de las funciones de variable 
compleja). 

1381. Considerando conocidas la función que transforma con- 
formemente el recinto D en el plano con cortes paralelos y las 
medidas armónicas œ, (г) de los contornos frontera Г, (6 = 1, 2, 
‚у, n)”, halle el potencial del campo electrostático creado en el 
recinto D por el dipolo (a; p) cuando la frontera Г del recinto 
está conectada con tierra. 

1382. Considerando conocida la función de Green del recinto D, 
halle el potencial del campo electrostático en este recinto, formado 
por una carga puntual (а; 24) (a€ D) y con potenciales dados œ, 
еп los contornos frontera Г, (1, 2, ..., n). Obtenga la fórmula 
del problema 1344 para el caso en que el recinto D sea simplemente 
conexo. 

1383. Determine el carácter del campo electrostático definido 
en un recinto múlliplemente conexo D por el potencial complejo 

= f(z), donde f(z) es la función que transforma este recinto en 
al plano con cortes paralelos al eje real. 

1384. Determine el carácter del campo electrostático definido 


en un recinto D por el potencial complejo ш = 2gi In у, donde la 


función f(z) transforma el recinto D en: 

1) el plano con cortes a lo largo de arcos circulares concéntricos 
de centro en el origen de coordenadas; 

2) el circulo con cortes a lo largo de arcos circulares concéntricos 
de centro en el origen de coordenadas; 

3) el anillo circular con cortes a lo largo de arcos circulares 
concéntricos de centro en el origen de coordenadas. 

Halle еп tudos los casos los flujos del vector de intensidad del 
campo a través de los contornos frontera. 

1385. Construya el esquema de disposición de las líneas equi- 
potenciales y de fuerza de un campo electrostático: 

1) formado pcr un dipolo en el œ en un recinto infini 
doblemente conexo; 

2) formado por una carga puntual en un recinto acotado D 
doblemente conexo. 

En ambos casos los potenciales en los contornos frontera son 
censtantes. 

1386. 1) Exprese el potencial v(z) del campo electrostático 
formado en un recinto múltiplemente conexo D por cargas de 


Ə Tanto una como otras se definen mediante la función de Green; véase, 

г ejemplo, el $ 1 del complemento PE M. Schiffer al libro: R. Courant, 

iriehlets Brinciple, Conformal Mappings and Minimal Surfaces, Interscience 
Publ., New York, 
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a 
distribución 24, sobre (2 qa=0) en términos de las medidas 


armónicas о, (2) de sus contornos frontera. (A lo largo de cada 
contorno Г, el potencial es constante). 


Sugerencia. Haga uso de los resultados del problema 1380. 


2) Exprese el potencial v(z), si 2 4ь=9 0 y hay una carga 
= 
puntual (a; —24). 


Sugerencia. La determinación del potencial v(2)+298 (z, a) se reduce al 
punto 1). 

1387. Halle el potencial о(г) en el anillo circular r, < |z| <r, 
si los contornos del mismo llevan cargas de distribución 24, у 2q, 
dadas y, además, en el caso en que q,+9,=97%0, hay una carga 
puntual (а; —24). 

Sugerencia La función de Green del anillo circular se puede encontrar 
escogiendo convenientemente las circulaciones en la solución del problema 1334. 


Por medio de las mismas también se determinan fas cargas de distribución 
inducidas en los contornos frontera, relacionadas con la función de Green. 


$ 3. APLICACIONES AL PROBLEMA PLANO 
DE CONDUCCIÓN DE CALOR 


ЕЈ problema plano sobre la distribución estacionaria de Ја 
temperatura en un cuerpo se caracteriza por una función analítica 
w(2)=u-+iv (и es la temperatura) llamada potencial complejo del 
campo térmico. El vector Q=— Е grad и = — kw (г) (k es el coe- 
ficiente de conducción térmica que en lo sucesivo se considera 
constante) se llama vector de flujo del calor. El flujo de calor a 
través contorno € es igual а 


ўоа- 6) =—a jo 


(п es la normal exterior al contorno С recorrido en la dirección 
positiva). Como la función u es uniforme, el flujo de calor para un 


contorno cerrado C es también igual a ik fw) d'z. Si en una 


vecindad del punto a se tiene 


w(2)= f: 2+ +%+ае@—а+ 3] + im. 


el término ¿2 In |, define en el punto а un manantial (a; Ф de 
potencia q y el término ¿7 define en el punto a un doblete, 
2м 


Tiene lugar la siguiente analogía con la corriente de un fluido 
y con el campo electrostático: 


año dlrs Corriente de un Campa, plectros- 
Potencial 
complejo w(2)=u-+ iv w(2)=u-+ io 
Vector del Q=—kgradu=_ | V=gradu= E=— grad u= 
campo 7) = Prag 
u Temperatura Función pote Función potencial 
u= const Línea isotermas | Líneas equipoten- | Líneas equipoten- 
ciales cial 
v Función de Función de —v, función de fuer- 
corriente corriente za 
v=const | Líneas de corriente | Líneas de corriente | Lineas de fuerza 
Manantial (a; q) | Manantial (a; Carga puntual (a; 
— g/h) алд) 
Doblete Doblete Dipolo 
El campo térmico | La corriente, El campo con 
соп manantiales, | ` definida por cargas, dipolos y 
dobletes y con- el potencial contornos 
tornos frontera complejo iw (2) frontera 
isotérmicos dados | соп torbellinos y| — equipotenciales 
dobletes dados lados 
que circunda 
contornos 
frontera 


1388. Formule el principio de simetría para la prolongación de 
un manantial de calor a través de una parte rectilínea o circular 
de la frontera del recinto. Halle la distribución de la temperatura 
en un recinto cualquiera D simplemente conexo, si se sabe que en 
el interior de este recinto hay un manantial (a; q) y que la tempe- 
ratura en la frontera tiene un valor constante C. 

En los problemas 1389—1392 halle la distribución de la tempe- 
ratura en los recintos indicados a partir de los manantiales dados, 
suponiendo que la temperatura es constante a lo largo de la frontera. 

1389. En el semiplano superior Im z > 0; el manantial es (a; q). 

1390. En el círculo |z| < R; el manantial es (а; q). 

1391. En la semifranja |x| < а, y>0 con el manantial (ih; q) 
(h > 0). 

1392. En el rectángulo |x| < a, |y] < 6 con el manantial (0; 4). 

1393. 1) Interprete la función de Green g(z, a) de un recinto 
plano D en términos de la teoría de conducción de calor. 

2) Suponiendo conocida la función de Green del recinto D 
halle la distribución de la temperatura en este recinto, si se sabe 
que D tiene un manantial (a; q) y que en los contornos frontera 
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T,(k=1, 2, ..., n) la temperatura tiene valores constantes u,. 
Exprese Ча respuesta en términos de las medidas armónicas o (2) 
de los contornos frontera. 

1394. Halle la distribución de la temperatura en el interior de 
un anillo circular r, < [2| <, si se sabe que en el interior del 
anillo hay un manantial (a; 9) y que en las circunferencias frontera 
la temperatura tiene valores constantes: и, еп la circunferencia 
[z|=r, y u, en la circunferencia |z|=r, 

Sugerencia. Véase los problemas análogos 1334 y 1387. 


CAPITULO XI 


GENERALIZACION 
DE FUNCIONES ANALITICAS 


Еп este, capítulo se emplean las notaciones introducidas en el $ 5 del capítulo 
1 para las derivadas formales según Cauchy. También para las diferenciales se 


az+ 42 


emplean las notaciones correspondientes: 42 х —1 4у = 22, 70р== 


$ 1. TRANSFORMACIONES CASICONFORMES 
Se llaman características de una elipse la razón p de sus semiejes (p=1) 
y Si Pg, el ángulo Ө (0.<0 < л) que el eje mayor de la elipse forma con 
el eje Ox. 


1395. Demuestre que la ecuación de la elipse de centro en el 
origen de coordenadas, cuyo eje menor es h y cuyas características 
son p y 0, puede ser representada en la forma 


y —28xy + ay? = ph, 
donde a=pcos*0 +-Lsen0, В = (р) созе sen 0, у= psen*0 + 
4 57 6037 0, о еп la forma 


[г+р2|=А 
donde 


аз емо p 201. 
а Те Арто 

Las magnitudes a, B y del problema 1395 también se llaman caracteristicas 
de la elipse. Están liga: por la relación ay—f*%=1. La magnitud р se llama 
característica compleja de la eli x 
н=0, p=1, a=y=1, б= 


Notemos que |p] < 1. En el caso del círculo 


1396. Demuestre las siguientes relaciones entre las diferentes 
características de la elipse: 
= tta y g La ; 
y а ү (EP) mas 
уйа жк: а Сага < а) 


н 1g2m-= E, 
0 | go AVG, 
ASE, 


(1—1 )a=142]u |соѕ 204] p |", 
) { @(—1к[*)8=2[н [sen 20, 
(1—]1P)7=1—2]1]c05 20+] p |3; 
5) <a YSP 1В1< z (2—5) 
Demuestre las siguientes relaciones entre las caracteristicas de 
dos elipses: 


6) | рар, | 19 —, 14-18, — В, 1-19 — Y: l; 
аа, 11,1 V (ai (зс. sen]0,—0,), 
IAN (++. 


sey a СЕЗЫ ГИТ 


ъала Y (2) (P) э1%,—®,}; 
8) Imama нь + 2 V iu Tsen 10,0, 
[<1 + Vp p Tsen [0,—0,1- 


MT 


— Paipa 


Para la demostración de las desigualdades 6), 7) 8) resultan 
útiles Ж desigualdades de Upo “ Ж елы 


л» соз А —гу сов А, | «2 ] гей» rieh | <& | rara 14-2 Уат sen |А А |, 
Il aat |—1а+Н% 11а а 1-16 61. 


La transformación ш = (2) = и (х, y)+iv (x, y) se Пата afín, si 
и == аух--5уу-}- су, v= аух + Doy 4 Са. @) 


El jacobiano de esta transformación es anja K 
es degenérada. 


. Si A=0, la transformación 


1397. Demuestre las siguientes propiedades de las transformacio- 
nes afines: 
1) Una transformación afín puede ser representada en la forma 
w=Az4 B24+C. 
Exprese los coeficientes A, B y C рос: medio de los coeficientes de 
da transformación (1) y pruebe que A-| AP—1BP. 2) Si A=%-0, 
existe la transformación inversa 


2= A,w+ Bjw+C,. 


Exprese sus coeficientes por medio de los qa icientes de la trans- 
formación (1) y pruebe que A,=|4,[*—|B,| А. 

3) Si A%0, la transformación conserva la paralelidad de las 
rectas y transforma elipses en elipses. Las elipses con la caracte- 
rística compleja u = B/A, рага А > 0, y p= А/В, рага А < 0, se 
transforman en circunferencias. 

Las circunferencias se transforman en circunferencias sólo para 
las transformaciones ortogonales w= Az+C б w=Bz+C. 

4) Si A > 0, la transformación conserva la dirección del recorrido; 
si A<O, la transformación cambia la dirección del recorrido por 
la contraria. 

5) Si A=0 pero no todos los coeficientes а,, Б, a, b, son 
iguales a cero, la transformación se puede representar en la forma 


ap 
w=AAle 7 [21005 (Ф) +C, 


donde y=argz, ®= ага А, В = аге В. Indique el significado geo- 
métrico de esta transformación. 

Se llaman características de una transformación afín las caracte- 
rísticas (p, 0), (а, В, y) y la característica compleja y de las elipses 
que se transforman en círculos (véase el problema 1397, 3)). 


Se Патап características de una transformación continuamente diferenciable 
w=u (x, y)+iv (х, y) 


de jacobiano J > 0 las caracteristicas p (г), 902); а (г), В (2), ү (2) y la caracte- 
rística compleja и (г) de la transformación afín 

du=uxdx-+uy dy, Фо, аху dy 
в 


dw:=w; de + ur d2. 


Еп esta transformación, a un círculo infinitamente pequeño 
du? + do = dp? 
le corresponde una elipse infinitamente pequeña 
ydx*—2p dx dy+a dy? = p di? 


(dh es el eje menor) o, en otra forma, 


2р 

PHU 

1398. Demuestre que para una transformación afin no degenerada 
tienen Jugar las relaciones 


ajta abras opo ТАГ" 


14 Зак. 1032 


1399. Demuestre que para las características de una transforma- 
ción continuamente diferenciable de jacobiano positivo son válidas 
las relaciones 


ubo Uly toy upu 801 
Dto (pHi); 


dw dw lelte 
3) p= máx |a || min |a =e eT 
4) p = шуо, Ge, 


5 И] <р. 


Una transformación univalente continuamente diferenciable w=u-+iv de 
jacobiano positivo se llama transformación casiconforme con las caracteristicas 
o (2), 0(2) о о (2), (г), Ү(г) o p (2). si transforma ре: infinitamente pequeñas 
de ¿stas caracteríóticas en" Севе infinitamente pequeñe 


1400. Demuestre que una transformación саѕісопіогте satisface 
el sistema de ecuaciones 


аа, Ви, =op, Puy + qu, = 
o, empleando la forma compleja, la ecuación 

w; = pw. 
ы нше. A la ecuación |dz-+pdz|=const le corresponde la ecuación 


Observación. Las ecuaciones indicadas en el problema se llaman ecuaciones 
de Beltrami. La característica p se Пата coeficiente de Beltrami. 


1401. Demuestre que una transformación univalente continuamente 
diferenciable w=u-+-iv de jacobiano positivo, que transforma círcu- 
los infinitamente pequeños en elipses infinitamente pequeñas de 
características p(z), 0(2) o a(z), В (2), ү(г) o plz), Расе el 
sistema de ecuaciones 


u,+Bu,=00,, — Ви, +u, 
o, empleando la forma compleja, la ecuación 


5 1 
шр = уйл, у= врте. 


1402. Demuestre que la ecuación de Beltrami ш; =p (2) ш, es 
invariante respecto a las transformaciones analíticas de la función w 

que la ecuación шұ = у (2) 0; es invariante respecto a las trans- 
огтасїопез conformas de la variable z. 

1403. Sea w=u-+io una transformación univalente continua- 
mente diferenciable de jacobiano positivo que transforma elipses 
infinitamente pequeñas de características р, Ө en elipses infinita- 
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mente pequeñas de características p,, Ө, (una transformación tal se 
llama transformación casiconforme con dos pares de características 
р, 0; ру, Ө, o con dos ternas de características æ, В, y; 01, B,, ү,). 
Demuestre que la transformación w=u-+ iv satisface el sistema de 
ecuaciones 

au, +(B+B)u, 

(B—P,)u, + yu, = 
que puede ser representado en la forma 


ш = qui, + quiz, 


donde 


ero, 


Sugerencia. La ecuación |dz+pdz|=const corresponde a la ecuación 
| duo + p, dw |= const con н y p; conocidos. 


1404. Sea ¿=f(2) una transformación casiconforme de caracte 


rística py 
A 

y sea w= g ($) una transformación casiconforme de característica н: 
EU 


Demuestre que la superposición F (2) =g [f(2)] =g8 0f es una trans- 
formación casiconforme de característica 


К гна, 


Demuestre también las relaciones 


Observación. Si pp se considera conoci 
1-1 
1—[н1 


puede tomarse por la distancia entre н, y ре. Análogamente, а través de pp se 
determina la distancia entre pg у ру. 


„ la magnitud 


sup In 


2 
м” 


1405. Sean Puja, Өш» las características p, Ө de una transforma- 
ción casicontorme ш = (г). Demuestre que 


Pera = ре: 
A 
у que para la transformación conforme compuesta w [z (£)] se tiene 


Рап S рерин. 


1406. Pruebe que para las transformaciones casiconformes 
), v=y (dilatación-compresión longitudinal), 

(4) (dilatación-compresión transversal), 

(Ф) (dilatación-compresión angular) la característica es 


p=máx(F, ү), 


y que para la transformación p=f(r) Ө=ф (dilatación-compresión 
radial) la característica es 


Оо 
p= máx( FP 

1407. Construya la transformación casiconforme del círculo 
|z| < R en sí mismo que transforma el punto 2=a(|a|<R) en 
el origen de coordenadas y que deja inmóviles los puntos de la 
К килү |2|=R. Estime la característica p. 

1408. Construya la transformación casiconforme de la semi- 
franja oblicua x>0, xtga<y<xtga+h еп la semifranja rec- 
tangular u>0, 0<v<h sin distensión de la base у con una 
distensión constante en el lado lateral. Estime la característica p. 


1409*. Construya la transformación casiconforme del biángulo, 
compuesto por el semiplano y el segmento circular de ángulo central 
2B, (fig. EN en el semiplano conservando las longitudes en la 
frontera. Estime Ja característica р. 

1410. La ecuación casilineal 


дщ дш. дш ди du 
Аўа+?В +С = (x, э, и, 9, E) 
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de tipo elíptico (АС — В? > 0) debe ser reducida а la forma canónica 
а; д 
жм =. (i n u Ж.) 


mediante una transformación univalente $ = { (z) =+ in. 
Demuestre que la transformación £(2) satisface el sistema de 
ecuaciones de Beltrami 


y es una transformación casiconforme de características а, В y y 

que se determinan de las relaciones 
Aa 
С BRA 


(se supone que А > 0). 


$ 2. FUNCIONES ANALÍTICAS GENERALIZADAS 
Una función w=u-+w, que satisface la ecuación 
wz +4Aw+ Bz =F, w 


donde A, B y F son funciones de z, se Ilama función analitica generalizada. 
En los problemas de este par: se consideran ecuaciones y sistemas de 
ecuaciones que se reducen а la forma (1) y algunas propiedades de sus soluciones 1). 


1411. Pruebe aue el sistema de ecuaciones de Karleman 
и, оу +au+bu=f, \ 
uy +0,+cu-+do=g, | 


donde a, b, c, d, f y g son funciones de las variables xe y, puede 
ser escrito en la forma (1) wz + Aw+ Ba =F. 
i Exprese A, B y F por medio de los coeficientes del sistema 
айо. 

1412. Pruebe que la ecuación wz —q, (г) @; + Aw-+ В = F puede 
ser reducida a la forma (1) mediante una transformación „afin“ 


w=a()0+b()0 2) 


Halle la forma general de la transformación (2) y analice en qué 
caso será no degenerada. 


1) En relación con este ciclo de problemas véase la ponografia; H. H. Be- 
уа, Обобщенные аналитические функция, Физматгиз, M., 1959 (Vekua 1. N., 
Funciones analíticas generalizadas) cap. TI 
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1413. Pruebe que la ecuación 
шт — 4, (2) ш, —9, (2) 0 + Aw+ Ва = F 
puede ser reducida a la forma ог —qíw,+ A'o +B'5=F" mediante 
la transformación del problema anterior. Halle la forma general de 
la transformación y analice en qué caso será no degenerada. 


Sugerencia. Anita la transformación considerada a la ecuación dada y a 
la ecuación e) y Ao Ло В Bw=F, elimine шу y escoja des- 
pués los coeficiente à (2) y $ 


1414. Pruebe que с ecuación 
шг —4, (2) w,—9, (2) 07 + Aw + BO = F 
(14, (2)1+19.(2)| < 1) se puede reducir a la forma 
w,—q30, + Aw+4- ВФ = Е, 
si la variable puntos z se sustituye por la variable ligada a z 
mediante la relación $. = 

Halle уф y сле el significado geométrico de la trans- 
formación $ (2). 

1415. Demuestre que un sistema elíptico de ecuaciones diferen- 
ciales de la forma 

20, = аш, + (В + Ву) uy au +bo+f, | 

— во, = (B— Pi) и, + yu, + си доа | 
(la condición de elipticidad de aqui ay—f* > 0; además, a > 0) 
puede ser reducido а Ја forma шу —q, (2), —q, (2) 07 +- Аш +В Р 
siendo |g, (2) 1-14 (2)1< 1, para а; > 0, y |19, (2) 1—19 (2)112 1, 
рага œ, < 0. 

Sugerencia. Vèase el problema 1403. El caso ау < 0 se reduce al caso ау > 0 
mediante la sustitución de w=u-+iv por w= u— iv. 

1416. Demuestre que, siendo w(z) una solución continuamente 
diferenciable de la ecuación ш; —4,(г)@: =0, donde q,(z) es una 
función analítica de z y 9, (2) |5 1, se tiene 
Ф (90,02) Ф (2) 

SCI 
donde (2) es una función analítica arbitraria. 
1417. Demuestre que, siendo w(2) una solución dos veces con- 


tinuamente diferenciable de la ecuación wz — q, (2) @, = 0, donde q, (Z) 
es una función analítica de Z у д, (2) +1, se tiene 


ю(г) = (г)+ | д, (DFF dz, 
donde q (2) es una función analítica arbitraria de z. 


Sugerencia. Primero hay que demostrar que ш (а) es la suma de una función 
analítica de z y de una función analítica dez. 


w(2)= 
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$ 3. ALGUNAS RELACIONES INTEGRALES E INTEGRALES DOBLES 


En los problemas de este parágrafo G es un recinto limitado por el contorno С. 

1418". Empleando la fórmula de Green, demuestre que las si- 
guientes relaciones (f (x, y) y g(x, y) son funciones continuamente 
diferenciables en б): 


1) ўе LS 
2 ЕССЕ аар 
A 


Iros EL LORA ce in. 


t) y aplique la fór- 


mula del punto 1) al recinto G sin el circulo [0—21 <р (р — 0). 
1419. Suponiendo que las funciones f у g son continuamente 
diferenciables en un recinto cerrado G, demuestre que la expresión 
га +4 es una diferencial total de una función si, y sólo si, 
Е 


Sugerencia. Haga uso de que 


Са 
1420. Demuestre que, siendo f g funciones analíticas en el 
recinto G y continuamente diferenciables a lo largo de C, se tiene 
[ўлева fad, 
à ë 


y, en particular, 


{лаа = | fde: 
2 è 


1421. Demuestre que, si la función f (г) transforma conformemente 
el recinto G en el recinto G’ limitado por el contorno C’ =f (C), la 


integral 
Sra 
è 


es igual al área S del recinto б”; en cambio, si f (2) transforma 
conformemente el recinto G en el exterior del contorno C”, se tiene 


D En relación con los problemas 1418—1421 véase el complemento de 
M. Schiller al libro: R. Courant, Dirichlet's Principle, Conformal Mapping and 
Minimal Surfaces, Interscience, New York, 1950. 
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1422". Sea G el círculo |г|< Ё< 1 y sea 
.-= (= реб Е, г=ге). 


+ 
Halle la función 
Fe)=— *ў LORA (єс) 


y sus derivadas parciales 2 z, ar, a F. 

ТЫЫ 
entre las derivadas леда solamente £ existe y es continua en 
el origen de coordenadas. 


1423. Demuestre que, siendo la función f (г) continuamente di- 
ferenciable, se tiene 


ай 240. Pruebe que 


cuando el recinto б se contrae en el punto 2. 
Sugerencia. Haga uso de la relación del punto 1) del problema 1418. 


1424. Sea Ф ({) una función continua en el recinto cerrado б. 
Demuestre que la función 


peje 


satisface en el recinto G a la ecuación = Ф (2), si la derivada 


= se define según la fórmula del problema 1423. 


1425. Demuestre que, en las condiciones del problema 1424, 1 
solución general de la ecuación 


“Lp (2 


puede ser representada en el ав G en la forma 
di 
по. [10% fresa m 


(fórmula de Pompeius). 
Sugerencia. Haga uso de la relación del punto 3) del problema 1418. 


425 véase H. H. Bexya, Обобщен- 


1) En relación con los problemas 1422- 
111959 (Vekua 1. N.s Funciones ana- 


ные аналитические функция, Физматгиз, 
líticas generalizadas). 


RESPUESTAS Y SOLUCIONES 


Capítulo 1 


1.1) 42) —4 эта 4) —8. 2, 1) 3, 5. (aquí y en lo suce- 


sivo se indican sólo los valores de агрг); 2) 2, л; З) VZ &; чу Уб, E; 


5) V2, arcte 5; 6) ү, ата 5; 7 VE, лаге +; 8) V5, 
arctg ¿aw 9) 161, PELE пә; 10) Vaf, arctg È para а> 0, 
argtg2+npara a < Oyb=0, arclg 2 —aparaa <0yb <0. 8. z= cos Gat 
+ isen фу, donde n=, k=0, 1 401 05; 
& эу +” “+, ¿as оъ 2 (уты, 


„үк, EVE 59 +iki ъа, a 


vz ed ылайык (2+3 л 
9 AV VIV VE); т) eH 8) У | соз Ly 


(2+4 а „| 60-а 
His — @=0, 1,2; 9) 1/5 о —— 2 4 
А 5 
(2441) п arctg + 
аала. @=0, 1, 2, 3, 4. 15. аа (cos 284 


ЕЭ) 


1) sgnb es el simbolo de Kronecker: 


sgnb= l рага b>0, 
seno=—1 рага b <0. 
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17. = 3—23. 


a, 2a 
kanuria E cms) 
Р 


2 debe ser un número real (la condición es necesaria у 
a 


suficiente). 19. La razón anarmónica (21. Za, 23. 2, 


18. La razón 


21733. 29—%2 debe ser 
2—24 Za 


un número real (la condición es necesaria y suficiente). 

20. Solución. Durante la demostración se puede aceptar (sin perder genera- 
Jidad) que Ja secta, de la que se trata, es el eje imaginarlo у que todos Jos pun: 
tos considerados se encuentran a la derecha de la misma “(en el caso contrario 
hay que multiplicar todos los г por un número de tipo cosa-+i sena). Enton- 


ces es evidente que Reza >0 y ңе > 0 para cualquier #. 23. El interior 
л 


del círculo de radio R y de centro en el punto z el exterior de este mismo 
círculo; la circunferencia de este mismo círculo. 24. La elipse de semieje mayor 


+ y de focos en los puntos г==-}-2. 25. El interior de la rama de la izquierda 


de la hipérbola de semieje real $ y de focos en los puntos z=42. 20, La 


recta perpendicular al segmento, que une los puntos z: y za, que pasa por el 
centro de este segmento, 27. 1) La recta x=C y el semiplano situado a la 
derecha de la misma; 2) el semiplano situado más abajo de la recta y =C. 
28. La franja —1 <y<Ó. 29. El interior del ángulo (que contiene la parte 
positiva del eje real) de vértice en el origen de coordenadas у de lados que for- 
man соп el eje real ángulos iguales a œ y б, respectivamente; el interior de un 
ángulo igual de vértice en el punto zo. 30. La parábola yY=2ej 1. 31 El 
semíplano que contiene el orígen de coordenadas у que está [imitado por la recta 
x-+y=1. 32. La recta que pasa por los puntos гу y za (y de la cual se ha 
excluido el punto г); Га circunferencia que tiene como diámetro el segmento que 
une los puntos z y 2, (y de la cual se ha excluido el punto г). 33. El inte- 
rior de las circunferencias [2—([=WZ y [24 ([=V 2, a excepción de la parte 
común de las mismas. 34. 1) El interior del recinto limitado por el segmento 
0<x<2n del eje real y рог nna espira de la espiral de Arquímedes 7=0; 
2) el conjunto de puntos determinado en el punto 1) y complementado por el 
intervalo (0, 2л) del eje real. 35. 1) La familía de circunferencias tangentes 
en el origen de coordenadas al eje i y el propio eje imaginario (la 
ecuación de la familia es: С (х4 y de circunferencias tan- 
gentes en el origen de coordenadas pio eje real. 36. 1) La 


tamilia de hipérbolas х9 —09-— С; 2) la familia de hipérbolas ху = С. 37. Cada 


línea es una circunferencia que representa el lugar geométrico de los puntos para 
los cuales es constante la razón de sus distancias los puntos z, y Za (cir- 
cunferencia de Apolonio respecto а los puntos 2, y 2s). 38. La familia de “arcos 
de circunferencias con extremos en los puntos 2, y ту (a esta familia pertenecen 
también dos segmentos rectílíneos con extremos еп los puntos 2, у г; uno de 
estos, segmentos contiene el punto infinito). 39. 1) Cada, línea es el iugar geo- 
métrico”de los puntos para los cuales es constante el producto de sus distancias 
hasta los puntos а= —1 у z=1 (lemniscata de focos en z=-Ł 1). Para À >! 
las líneas de la familia son curvas cerradas simples, para A < Ї se descomponen 
en dos curvas cerradas simples que se contraen a los puntos 4-1 cuando A — 0. 
Para A=1 tenemos la lemniscata de Bernoulli; su ecuación en las coordenadas 
polares es /® == 2 соз 2p. 2) Lemniscatas de focos en los puntos гу у Za, donde 
2, у za son las saíces de la ecuación 2?4-az-+b=0. Las Jemniscatas se componen 


de una línea, si А > к=“. y de dos, si à< V 2 Al. pora 
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= ү Из! tenemos la lemniscata de Bernoulli con el punto doble 1-2, 


0.0) Та (УЕ а), llanga) 2) [аја = 


+ (Vaio). 41. La espiral de 


Arquímedes r=G. 42, La espiral logaritmica r=ez. 48. 1) m; 2) 2%; 3) 2m; 


(Уаз -+ЕЗТ&Т-+ЕНа), 12 Im 


х 


4) л; 5) 0. ia A += 
Ep. (Pod). Chop А) О), 


Los cuatro puntos se encuentran sobre el ecuador y sus longitudes son iguales 
respectivamente a 0, л, 5. -4 (la longitud se mide a partir del meridiano 


в 


inicial, perteneciente al plano E, E). 48. La circunterencia de radio tg 55-5. 


y de centro en el punto z=0. Al polo “sur” le corresponde el origen de coor- 
denadas y al polo “norte”, el punto infinito. 47. 1) Los semimeridianos de 


longitud а; 2) los paralelos de latitud В =2 acr tgr—F. 48. 1) Puntos dia- 


metralmente opuestos de un mismo paralelo; 2) puntos recíprocamente simétricos 
respecto al meridiano inicial (es decir, que se diferencian en el signo de sus 
longitudes); 3) puntos recíprocamente simétricos respecto al plano del ecuador 
(es decir, de una misma longitud y de latitudes que se diferencian en el signo). 
49. 2,-2,=—1l. 50. Al girar la esfera en 180° alrededor del diámetro paralelo 
al eje real del z—plano. 51. 1) El hemisferio del este; 2) el hemisferio del 
oeste; 3) el hemisferio << (a es la longitud); 4) el hemisferio 


F<lal<a 5) el hemisferio austral; 6) el hemisferio boreal. 52. La 


familia de circunferencias ti 


les corresponden circunferencias que pasan por el polo “norte”, 
E 1 

56. k(2,0)= Lea ike е) . 
А УТТЕ ИТЕ а [ДЕН 
= EIET 

rencia de Apolonio [Б aj- HiT у, en particular, la recta |z—z; | = 

al Ya |2 

Zal. y la circunferencia 2—21 |= V IF [z 1% si zs 

Vie 

, ?л—4; a, qa, si p>0, 

atta 

a. 


57, La circunfe- 


z 


=l|z—zl si 1,1 


y Ф+л, їф<®; 1, —ф,з1 |p] <m, ул, si |Ẹ]=m; 2 sen 


si a+p<m y ER 


Liaj >а. 
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sen ED ¿o 1% sen MEDI go 1 


вз. 1) 2 2. 2 2%; з 2м, 
Ри sent 
cotas y аы 
4) 05) ————7———5, donde л ез ип número impar; 
senx E 
cos 
2 
cos ED sen та 
22 , donde n es un número par. 
соз + 
2 
n+l 
sen 1р 
вз. 1) 5 cos (a+ E): 2) 
sen $ 


67. 1) senz=sen(x+iy)=senxchy+icosxshy, |senz]=Vshiy+sentx; 
2) созг = соз xch y—i sen xsh y, | соз г | = Уу F cos™x; 

sen 2x +i sh 2y V зеп? 2x4 РГ 

a It оозе раа бу © 0) Shz=sh x cosy + 


+ichxseny, |shz|= V hix} seny; 5) chz=chxcos y+ishxseny, 


3) tgz= 


ә o „Sh 2x + isen 2y VF enay, 
Гепа УЗҺ#х-Есоз#у; re hzl Эх cos 2y 

Е А в sen4—ish2 (8-18, 

68. 1) козде 1-— зеп 2а 1; 2) ¿502 з) 2 4) o 


5) MA, o LL. бө. Imet=0, silmz=kn; Reet=0, si Im z= 


=+): Imcosz=0, si Rez=kx ó Imz=0; Recosz=0, si Rez= 
=@+)®; Imsen г=0, si Re2=(241) 5 ó Imz=0; Resenz=0, sl 


Қег = Ал; Imig2=0, si Imz=0; Re tgz=0, si Ке г; Im chz=0, si 


Imz=kx ó Re 2=0; Re chz= 


=; Re cthz=0, si Re z=0. En todas las fórmulas £ es un número entero 


o si Imz=(2%+1) Š; Imcthz=0, si Imz= 


@=0, +1, +2, 


70. 1) Rez= 


71. 1) 1044 24лі,  (Qkpl)al ni; 2) (++). + 3) (2+4 лі; 


4) + n134 (2tn—aretg g) i $ In134 [+ оа arctg 
72. El conjunto de valores de 2Lnz constituye sólo una parte del 
conjunto de valores de Ln (29) (véase [1, cap. П, $ 5. n° 4). 73. 1) 4n; 
2) —2л; 3) 0; 4) 4л. 74. 1) cos (22 V Zn)+i sen (2k V Zn); 2) 27 2 [cos (2k + 
+1)a VZ+ isen(24- 1) л V 2) 3) езі" (cos In 2+í sen In 2); 4) er, 
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Yu ametsa 4 
57) 5e [= (1n5—arcte $ )+ 
ў ho i 

+Нзеп(1п 5-а $) ioo 8) —3e [= (ив—аге-+-) dE 
+isen ( In 5—arctg $) . En todas las fórmulas k es un número entero (k=0, 


+1 +%,..). 
76. Los conjuntos de valores de а? y de (a7)? coinciden entre sí, pero no 
coinciden, en general, con el conjunto de valores de (а%)*; el caso general, en 
que el exponente 2 es sustituido por un exponente complejo В cualqui 
analiza en [1, cap. 11, $ 5, n° 5). 80 1) Іт Arccosz= Ип Arcsen z=0, si z es 
un número тез! у |z|<l; ImArctgz=0, si z es un número real; 


2) Re Arshz=0, si z es un número imaginario puro y |11. 81. 1) 5-26, 
5л p aen; 2) a + 5 3) 2kn + iln (24-073); 4) 2480—11 (072—1), 
(2k41)n— iin (V 241); 5) 4 [етен] +s: 


6) In( V5 + 2)+ (2 + z)" 7 + In 5+ [= arctg24 (04) ^] 4. En 
todas las fórmulas k es un número entero (£=0, +1, +2, 


82. 1) 2-5 +2 in(V F 1); 2342 ¿in ут, 
з) = +n y ¿pane in EGEL 4) 2=2kni; 


5) 2=—In24+(%-+1) ai; 6) z= (2+2) y 2=-In3+ (28—=)]u. En 
todas las fórmulas А es un número entero. 83. 1) г=Ёл (1 + i); 2) z= én (1+0) 

сря, з) =й y = 0х. En todas las fórmulas k 
es un número entero. 95. Converge absolutamente. 99. Converge absolutamente. 
$7. Diverge. 98. Converge по absolutamente. 99. Converge no absolutamente 
para, q Z ake (AO, dd, 22, у у diverge para g= я. 100 Converge 
Bbsolulamente. 101. Diverge. 102. Converge absolutamente. 103. Diverge. 


2; N R 1l 
т т 


104. Converge absolutamente. 105. 1) z=0 y z= 


(m y n son números enteros cualesquiera); 3) todos los puntos del plano; 
4) todos los puntos del círculo |2 |< 1. 107. 2) Cuando lim 2, es igual a 0 ó al 


so. 109. El segmento rectilíneo x=1, —2<y <0. 110. La parábola y=x?. 
111. La rama de la derecha de la parábola y=x* recorrida dos veces, 112. La 
semicircunferencia de Ja izquierda de radio а y de centro en el punto z=0. 


113. La rama de la hipérbola y perteneciente al tercer cuadrante. 114. 1) La 


semicircunerencia superior de radio 1 y de centro en el punto 2=0; 2) la cuarta 
parte de la circunferencia de radio 1 y de centro en el punto 2—0, perteneciente 
al primer cuadrante. 115. 1) La cicloide x=a (f —sen t), 050): 2) el 
primer (contando desde el origen de coordenadas) arco de la cicloide х 

sent. y=a—bcost alargada (а < b), acortada (a > 5) o corriente (a 
1) Las imágenes de las rectas x=C son para С # б las parábolas u 

a 

—зё+ Y Para C=0 el semieje v 


п 


O, u<0; las imágenes de las rectas y=C 
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son рага C # 0 las parábolas и y para C=0 el semieje v=0, 


u=>0; la imagen de la recta y=x es el semieje u=0, v=0; las imágenes de 
las circunferencias | г |= А son las circunferencias | w|= КЗ; las imágenes de los 
rayos argz=a son los rayos arg w=?2a; biunivocamente se transforman las rec- 
tas х=С, y=C con C #0 y los rayos arg 2=a; 2) las preimágenes de las rectas 
u=C son las hipérbolas x2—y*=C' (un par de rectas para C=0), las preimá- 


genes de las rectas о = С son las hipérbolas xg -$ (un par de rectas para C: 


117. 1) Las imágenes de las rectas x=C son las circunferencias utii 
y el eje u=0 para C=0; las imágenes de las rectas y=C son las circunferen- 
cias ша 090—0 y el eje v=0 para C=0; las imágenes de las circunferen- 
cias |z[=R son las circunferencias ПРЕ las imágenes de los rayos 
аге 2 == @ son los rayos argw=—a; la imagen de la circunferencia |z— |1 |= 1 
es la recta и= чу; 2) las preimágenes de las rectas и =C son las circunferencias 


ey E=0 y el eje x=0 para C= 


; las preimágenes de las rectas u=C 
son las circunferencias x*+y24-L =0 y el eje y=0 рага C=0, 118. La fun- 
ción шеа +1. transtorma las circunferencias [2|=R%1 en las elipses 
a 
retr y la circunferencia |z |=1 en el segmento v=0, 
Rtg) (RE 
R R i 
26042; la función w=z—-} transforma las circunferencias |г|= К #1 


en las elipses =1 y la circunferencia |z|=1 en el 


segmento u = 2<о<2. La preimagen de la familia и=С es la 
familia x(x 4414 П Са узу la preimagen de la familia v=C es la familia 
уба) Сч y) (fig. 59). 120. En el rayo que va a lo largo de la 
parte negativa del eje real desde el punto w=—-p hacia el punto w= o. 
121. 1) Las circunferencias p=eC, los rayos @ == С, la espiral p=e*; 2) las curvas 
y=e"42%n. 122. 1) La familia de las rectas x=C se transforma en la familia 


Pm da! б +4) (de parábolas de foco en el punto ш= — + в=с+у). 
que contiene también el rayo que va a lo largo de la parte negativa del eje real 
(а=0) desde el punto w=—-T-; la familia y=C se transforma en la familia 
de parábolas confocales (ис) que contiene también el rayo que 


va del punto w=— 


q, а lo largo del eje real en la dirección positiva; 2) la 


familia x=C se transforma en la familia de circunferencias de Apolonio respecto 
a los puntos ш== —1 у w=1 (incluyendo el eje imaginario); la ecuación de la 
familia de circunferencias de Apolonio ез (u—a)*-+-0*=a*—1; [a] >1 (a=cth 2С); 
la familia y=C se transforma en un haz de arcos circulares con extremos en los 
puntos w= —1 y w=1, que incluye también las partes correspondientes del eje 
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real; la ecuación del haz de las circunferencias es иї--(о--8)1-=1--5% (6=ctg 2С); 
с». 


3) la familia х= С se transiorma en la familia de espirales р=е ** y al eje 

x=0 le corresponde el segmento Ө==0, 0 < p< l; la familia у= С se transforma 
с 

en la familia de espirales р = е y al eje y=0 le corresponde el rayo 0=0, 

1р < œ. 123. А las rectas у= С les corresponden las curvas u=x-+e* cos С, 

оооп С y a los segmentos de las rectes хе С les corresponden los “arcos 

de las curvas u=C-+eCcos y, u=y-+eCseny. 124. 1) А la familia [w|=R 


le corresponden las circunferencias RR # 1) y el eje imaginario (R=1); 


а cada rayo argw=a le corresponde la familia de circunferencias r=. К 


FIG. 59 


para u=0 esta familia contiene el eje real (si 4=0); 2) las hipérbolas x? 
=InR y 2xy=a +2. 126. Solamente 1o=E10=0. 127. 1) y 
2) Son continuas pero no uniformemente, 128. 2) No; 3) 51. 132. 1) 
b= —a; | (2) =(1—ай ё; 2) a=b=—1I; f(e)=e!2. 133. La función es а 

Şe a<agz< Š Uer) y para $ Саца 37, 
39 саша o 
155. 1) No, si u Æ const; 2) f (и) = аи +b. 


armónica, arg f (2) у In|f(2)1 son armónicas. 


lítica para 0 < arg z < 


=C lnr +C} 158. p=x, фри; pm=*=4P, фу=2ху; 
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a— 3yh, Y 
созпф, да 77 sen np. 159. 0 160. v(x, j= 


apt 161. a) v(x, y)=argz+ b) v(x, y)=argz+2m1+C. 
162. a) v(x, y)=argz—arg(2—1)-+2ma+C; Ы) v(x, y)=arg 2—arg (г—1)+С; 


c) v(x, y) агаг —ага (2—1) 2тл С. 163. a) v(x, и) = У) ax arg (z—za)+ 
& 


Ча Ад — бу; 


+n 2 myar +C; b) v(x, у) = У) ar arg (z—za) + 2am Y) ax+C 
= к] M 


(si PA la función v(x, y) ез uniforme en el recinto considerado!). 
164. 1) Existe; 2) existe; З) по existe. 168. /0) 296—020. 
166. f (г) = 2224-21 cos z+2°—iz4+Ci. 167. = Н+%+С. 168. f (2) = 
= 2i Inz—(2—i)z+C. En todas las fórmulas C es una constante real arbitraria. 
169. и=Сүх+С. 170. и=С бак) +C M7, u=C; arctg 2-С. 
172. u=Cxy+Cy 173. u=C, In (24y) +С, т. а= зо Ca 
175, u=C, V х+ VAF +С: 176. No existe. 177. f(z) =e"zet, 
а 


178, f (2) 
real arbitrari: 
hest, heler, 


апей, 179. (а) Ае. 180. [(2)=Azet(a es una constante 
А es una constante positiva arbitraria). 182. az+2, iaz-+h, 

183. iaz+A, az+à, Adat, heat, 184, ailnz4A, alnz+A, 

мй \т, м\т, вз. ајаг 4А, ailnz+A, Ме !"*, лета, 188, Ea, 

i = a 

а РА, Ae? ле? (a es una constante real arbitraria y A es una constante com- 


pleja arbitraria). 187. Рага w=z}; 1) 0=0, k=2 2) 0л, йе 


0h, k=2V 4) ёл эге. #=10. Paraw="", 1) 0=0, 
з. D2 эў; РЕ Ж 
к=з D 0-0, kehi 300-5, #=бё 4) 0=—2rtg g, 75. 


188, 1) Compresión para |z| < -у y dilatación para |z| > L; 2) compresión 


para іе y dilatación рага [24-11 > =, 3) compresión рага |2|> 1 


7 
dilatación para | | < 1; 4) compresión para Re z < бу dilatación para Rez > 0: 
Y compresión para Jz—1|>1 y dilatación para |z—1]<1. 189. 5 


=f Әна, а= {1 14. 190. VE) 191. 2er). 


i 
1922 El recinto D es el anillo e<|w|<e*. La fórmula del problema 189 no 
se puede aplicar porque la transformación по es biunívoca. 


224 


Capítulo П 
193. w=(1 +i) (1—2). 194. w=(241)241— 
0—0, k=2, w+1—3i=2 (2-1 —3i); 2) 22—24 


=i (z—2—2i); 3) no existe punto inmóvil finito; 4) si a=1, no existe punto 
w, — az, 


2% 6=arga,k=|a|, w— 


inmóvil finito; si a #1, se tiene zo = 


=а (asa) ; 5) si a=1, noexiste punto inmóvil finito; si a # 1, se tiene 
Р Ф—ага, В=|а|, w— t =a y 198. 1) w=az+b; 
2) w=— az+b; 3) w=— i (az+b); 4) w=az-+bi. En todas las fórmulas a y b 
són números reales у a > 0. 197. 1) w=z+bi o w=—2-+1-+-bl; 3 w=2+b 
о w=—2—i+b; 3) w=z+b (14-0) o w=—2+1-+6b(1-+1). En todas las fór- 
mulas b es un número real. Pueden corresponder uno a otro los puntos que per- 
tenecen o bien a una recta paralela a las fronteras de la franja o bien а rectas 
paralelas simétricas, respecto a la línea media de la franja, La transformación no 
queda determinada univocamente, si los puntos correspondientes pertenecen_a la 


Es Езу 
línea media. 198. 1) ше 2—0; w= аА д зә УТЕ x 


(те) „„_ кти (ба) 


+. 200. 1) La familia de ias rectas и = 


(2— 001). 199. w= e Rz+ 


paralelas al eje imaginario (que 


no comprende el proplo eje imaginario); 2) la familia de las rectas === 


aralelas al eje real (que no comprende el propio eje real); 3) la familia de, есш 
esencias {шу +09 tut o==0 fangentes en el origen de coordenadas а la recl 
el haz de 


v==— и (que comprende esta recta); 4) el haz de rectas v=— ku; 
Jas circunferencias que pasan por el origen de coordenadas y por el punto wọ= 


= 1 (a este haz pertenece también la recta que pasa por los puntos w=0 y w= wy 
о 


а 
6) Іа cisoide и? = —-—. 201. 1) En la familia де circunferencias tangentes 


+1 
en el punto w=h a las rectas paralelas respectivamente al eje real y al eje ima- 


ginario (Incluyendo estas rectas); las ecuaciones de estas familias son 


(C— xo) Ки — hy)? + (0— h)? —(u — A) =0; 
(C— go) Ки — h)” 4- (0—13) + (0— ha) =0, 
donde zo=xo-+ iyo, h=h,+ihy; 2) en la familia de circunferencias de centro еп 


el punto w=h (10—11 =) y en la familia de rayos que parten del punto 


w=h (arg (w—h)=— a). 202. 1) La ecuación de la familia de circunferencias 
zaj 


de Apolonio respecto a los puntos 2, y Za e| А. Los extremos A y B 


з 

del diámetro perteneciente a la recta pasan por los puntos гу y za (fig: 00) y di- 

viden el segmento гугу en la razón A de manera interna y exferna. Empleando 

las denotaciones indicadas en la f (С ез el centro de la circunferencia de 

diámetro AB) y tomando |2,—z,]=d, se obtienen para А < 1 las reacciones 
R id àrd а. 

=. рв. арав, па үсүн: 2) losar- 


siguientes: А = гоз a= 


15 Зак. 1032 e 


cos de las circunferencias que pasan por los puntos 2, y глав =0 Losar 


cos correspondientes а los valores 0=a y 0=1—a complementan el uno al otro 
formando una circunferencia completa; 3) a la red polar le corresponde (fig. 61) 


la red compuesta por las circunferencias de Apolonio |22: |= R y por los arcos 
=z 
эг 221—0 ortogonales a las mismas (si Ө > 0, el arco se sitúa a la derecha 
=з 


de la birección 2125; si Ө < 0, a la Izquierda); 4) al semicírculo superior le co- 
rresponde el ángulo. recto indicado en fa fi 203. En el semicírculo |w| < 1, 
Im w<0. 204. En el recinto que со unio w=0 y está limitado por 


los arcos de las circunferencias [w|=1 y [e+ 205. En el recinto 


А АЧ э! 


que se obtiene al excluir del semiplano inferior (Imw < 0) la parte del círculo 
|ә |< x3 perteneciente a este ѕетіріапо. 206. 1) En el recinto li- 


mitado por la recta Rew=1 y por la circunferencia |e- E | L tangente а 


tangentes entre sí. 207. En el recinto doblemente conexo cuya frontera consta 
circunferencia |e- 
4, 


de la recta Re w= y d 


— Ea hhi o w= Ed 2 (2- )+нов— 


+ 14h; 

209. теш: > 210. 1) w= 
_@+0г+1+%. iz+2+i. - 
Т: D == = эн. 1) w 

PEA 2040—2006 зу EA 


де; 2) "= 020—000: 0 012) 


2% 


el semiplano superior se transforma en el círculo unidad. 


213. 1) w= a donde a, b, c, d son números reales y ad—bc > 0; 2) w= 
а+ь 
apá 

donde a, b, c, d son números reales y ой—5с<0. 214. 1) w :Yu= 


т 


-=—( у). 


gulou>0,v<0. 216. 28 2 ++ 217. 1) |г|=2; 2) la recta 


la imagen del semicírculo superior es el án- 


FIG. 61 


1 1 
з=: Э | +} # оние: 5) Пааа УТАТ (es de- 
сіг, esta circunferencia es simétrica а sí misma respecto а la circunferencia uni- 
dad); 6) (44 y*9—(x*—y3)=0 (lemniscata); 7) un triángulo curvilíneo de vér- 
tices en los puntos o ele » cuyos lados están formados por arcos de las cir- 
cunferencias que pasan por un par de vértices y por el punto z=0 (uno de los 
arcos puede resultar un segmento rectilíneo). — 219. 1) O(x)=0 +2 arg (x— $); 


д 
0-2): 


2) wp=" i 3) si 0222, todo el semiplano se contrae; si b < 2, se di- 
lata el recinto que se halle dentro del circulo |2 — 61 < V25. (La circunferencia 
12—BI=V25 se llama isométrica.) 220. 1) e? 


л 
(Leo 
(+9), 1 


15+ 227 


zi+2 
224 
А los rayos del ѕетіріапо Rew>0 que salen del punto w=0 les co- 
rresponden en el z-plano los arcos de las circunferencias que se hallan dentro 
del círculo |z) < 1 y que pasan por los puntos z, y г; а las circunferencias de 
centro en el punto w=0, pertenecientes al semiplano Rew > 0 les corresponden 
los arcos de las circunferencias de Apolonio (respecto a los puntos 2, y г) que 


se hallan dentro del círculo |z] < 1 225. ш, a жы ЫП. 
Th 2]Tmz,1 
b 


228. 1) 0p=a—p+ 


223. w=—4 , donde k > 0. 


¡28 z—a 
za ша “ia” 


+2 arg (e—a) =a — 0+2 arctg Sneh sne. Я 


ш 


226. 


w—5 


donde a=2eM. 2) w'(0) = 


Так! y е contrae el recinto que se 


2-24 a SÁ 
“a w= А! pm ali E = 


= Pa" donde a es un número real y |а] < R. 234. 


а= azal . 
И—аав!+ Via] z) 
LAET 

==. 


238. 1) ш=2; 2)w= 


AO . 241. Las circunferencias que pasa 
1+2-V 3z 1 V3z т" 
por el punto zo y-que tienen en él una tangente determinada por el vector Á. 


242. ас donde k ез un número real, k #0 (рага k=% 


hay que tomar w=z). 247. Si |а| < sen + la transformación es elíptica. Si 


hos n 
se toma |а |= еп 2-зеп б, =e" CD ib, qm. Cal, 
з 


10219 соз Б. la transiormación puede ser escrita еп la forma 


=e% ЕЕ. Si Jaj=sen=, la transformación es parabólica y de la forma 
Tn 
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ха 
+ ihize, donde z= е (=4-4) ‚к< Si а> ent, 


») 


А 
la transformación es hiperbólica. Si se toma sen $= a|senf, а=" (9+2 q 


» la transformación se 


248. T=2arctg £; 4 
+0 (657 para 2 pequeño; Гея 2 0 (E y] para £ pequeño. 


a 


249. геу arctg qA 2arctg ( itr є{) }Г<у,зїхө<0, 
> —» 


yT>ysix>0: 253. 1) w= w=-—(iz+1+2). 254. w= 


ó w=2-=%2, donde А es un número complejo cualquiera, 21 =z, + 
2% 
paaa, jenta, аера ане 


VANA, ш = Hdr 


+ ИТА ЕЗИП л (6 E) = 


258, 1) p=2; 2) p=5+2 V6. 281. El pepo será finito si œ ез conmen. 
surable con л. 263. Los recintos fundamentales (una de las formas posibles) 
están sombreados en la fig. 62. Los lados frontera equivalentes están unidos con 
flechas. Los puntos con números son los puntos inmóviles de las rotaciones 

figuran en los grupos (el número indica la cantidad de rotaciones). Para los 
cinco ejemplos últimos se indica el paralelogramo del subgrupo doblemente pe- 
riódico; en el ejemplo 7) es un cuadrado, y en los ejemplos 8) y 9) un rombo 
de ángulos de 120° y de 60°. Observación. Se puede demostrar que,” salvo trans- 
formaciones lineales, los grupos 3)—9) agotan los grupos de transformaciones 
lineales con un punto de acumulación (así se denomina el punto de acumulación 
del conjunto formado por los puntos equivalentes entre sí). 264. 1) ш=её; 


w—l 2—1 w—i 2—i w—a 2-a 
2 =h, зә 2—1. 1; -a elo ¿0 270. 1) y 2) La 
A ia 72) 

construcción es evidente; 3) las equidistantes de la “recta” af (а у В son los 
puntos “infinitos” de esta recta) representan arcos de circunferencias con extremos 
en а y В (éstas se denominan hiperciclos); 4) las líneas límite para un haz de 
“rectas paralelas” con el “punto infinito” а común son las circunferencias tan- 
gentes (por dentro) en el punto æ a la circunferencia unidad (éstas se denominan 
oriciclos). 271. 2) Para construir el triángulo “rectilíneo” de ángulos Фф, Py» (рь, 
construimos el sector circular ОАВ de ángulo central A=n— (Pı + +з), 
trazamos la "recta" AB y las “rectas” que pasan por los puntos А y B. forman 
ángulos qa y qa con AB y se intersecan en el punto С. El ЛАВС es el que se 
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busca. 272. 1) ш= (22—49); 2) w= V Pi VE. w má; 


үтүө 
3 (35 . 274. El recinto limitado por el caracol 


(cos p-+m cos 29), у = Ё (sen y + т sen 29). Si el origen de coor- 
denadas del w-plano зе toma en el punto w=— Rm, obtenemos la ecuación del 
caracol en la forma corriente: p= (l -+2m sen Ө) (en coordenadas polares). Para 


m=0 el caracol de Pascal se convierte en una circunferencia, para m=% en 


una cardioide con el punto de retroceso ш = —-Ё. Las imágenes de las circun- 


2 


FIG. 62 


ferencias |2 |==7 < 1 también son caracoles de Pascal, las ecuaciones polares de 
Тов cuales se obtienen fácilmente trasladando el origen de coordenadas al punto 
ше — Rmv1:p = Rr (1--2тг соз 0). Las imágenes de los radios argz=a de una 
circunferencia son parábolas que pasan por el origen de coordenadas: т (usen 2a — 
— осоз 2а)#-+- R sen a (и sen @—о cos а) =0. А los radios a=0 y а=л les co- 
rresponden los segmentos O< u< R (14m) y R(m—1)<u<0 del eje real. 


275. El recinto está limitado por la parábola 


=—‹# y por la curva p=2 cos 2, 
101<Í% (ш. 69. 216. 1) El recinto está limitado por la epicicloide 
u=R (c0s9+ 2772), 0=R (sen q 022) que tiene (n—1) puntos de 
УГ; 9) el exterior de la hipo- 


retroceso que son imágenes de los puntos 2= 
230 


ciclolde u=R (соз 92520) „жей (snore) que tiene (n+ 1) pun- 


tos de retroceso (imágenes de los puntos z="*}/ T). 277. 1) Imat. El 
recinto está limitado por una epicicloide alargada (epitrocoide), es decir, por la 
trayectoria del punto que se encuentra a una distancia de mR del centro del 
circulo de radio £- que rueda exteriormente sobre un círculo de radio ED R "=D, 
2) [m] <È. El exterior del circulo unidad, en el primer caso, y su Шы 


en el segundo caso, se transforman en el exterior de una hipocicloide ойма” 
1 аиа) 63 ¿5 
2 4+1 
973809 Mane 7 
(034—2) eè 23 зит 


(hipotrocoide). 278. 1) w=z 


279. 6 

ЕЕЕ 
= Жү йе; са 
282. 


us 
EN — V 3—i, 


y 


291. ш= У FM. 292. 


„УУГУ 
(5) HeT 
El 


717—9 арт рр! 

da arar, 1 
T jreg у ааай. 
ab 41, aa 4014-2) 5 


D) + La solución de los problemas 1) 6 2) se obtiene escogiendo 


una u otra rama бе VZ. 297. ше 2-5. 298. A las circunferencias 


Me: ТШ мз 


т | = А (fig. 64) les corresponden elipses confocales =! 


Ty" T 
ec e 
(a la circunferencia |z|=1 le corresponde el segmento v=0, —1 «& u < 1); а los 


2 
222 
2 Р 


FIG. 64 


rayos argz=a les corresponden las ramas de las hipérbolas confocales 
из v 
aira aTa =! (al rayo argz=0 le corresponde el rayo v=0, u= 1, al rayo 


argz=1 le corresponde al rayo v=0, u<—1; а los rayos agz=+5 les 


a 
corresponde el eje u=0). 299. 1) y 2) El exterior de la elipse + 


(6+) 


Д: se, =1 (fig. 65, 1, 2); 3) y 4) todo el plano con un corte a lo largo 
Ret 


R 
del segmento {—1, 1] dig. 65, 3, у; 5) y б) todo el plano con cortes a lo largo 
de los rayos (—®, —1] у (1, co) del eje real; 7) el semiplano inferior; 8) el 
semiplano superior; 9) el semiplano superior; 10) la mitad superior del interior 


11) la mitad inferior del interior de 


de la elipse CES 
“Ж, 
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el segmento u=0, —1 «29<1), а los rayos аг 2 ==@ les corresponden las ramas 
de las hipérbolas у———у 
= senta osta 


=1 (a los rayos p=0 у p=x les corresponde 


el ee v=0, al rayo = le corresponde el rayo u=0, væl у al rayo 


= 5 le corresponde el rayo u=0, о —1); 2) a las circunferencias |2]=R 


түс = 
(кн) (#-®) 
[2] =a le corresponde el segmento 0—0, —а<ш«&) y а los rayos argz=a 


les corresponden las elipses 


(a la circunferencia 


э ua ка = 
les corresponden las ramas de la hipérbola а асаа = (al rayo argz=0 
le corresponde el rayo о = б, u = a, al rayo arg z = д le corresponde el rayo v=0, u «2 
<—а y a los rayos агёг = + 3 les corresponde el eje u=0); 3) las familias de 


elipses e hipérbolas contocales que se obtienen de las correspondientes familias 
formadas por la función de Zhukovski (véase el problema 298) mediante una rotación 
de ángulo y y mediante una transformación de semejanza con el coeficiente de 
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semejanza igual а |c] (el centro de semejanza se encuentra еп el origen de 
coordenadas). 301. 1) =: + V23—=3); 2) w= l4 VEA); 


en ambos casos para una selección de la rama de la raiz obtenemos la transfor- 
mación en el exterior del circulo unidad y para la otra selección, en su interior. 


зо. w= ZAKE, зз, w=A (2 + VEIA), donde А es 
ab 


un número complejo cualquiera; u= ppa үсүн: 30% Para а> 0, 


b 


todo el plano con un corte a lo largo del segmento [= +(0+2)): para 


a<0, todo el plano con cortes a lo largo de los rayos [—=. 3 (е+ъ)] 


y ih +9]. 305. 


FIG. 66 


м 1 zen т i 

II e =®+ш- 

2 К 

=> (+ 9: woo) Оа, Ja tongitud del arco correspon- 
diente al corte es igual a Zarecos Se 

Н) op tee 

2 П тү: == T: 
(+a)+ (+7) 

las longitudes de los arcos correspondientes a los cortes son iguales a 
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y es igual a л para a=3— V5. 


1 

(eri) elos) ee 

a b a b 

-r т N y а 27—2 агссоз T T 
(0+2)+(++5) (е+)+(е+у 
313. 1) La imagen де la circunferencia C es el arco сїгсшаг que tiene los extre- 
mos en los puntos --1, y que forma el ángulo 2a con el eje real en el punto 1; 
el exterior de esta circunferencia se transiorma en todo el plano con un corte а 
lo largo del arco indicado; 2) la imagen de la circunferencia C es (fig. 66) una 
curva cerrada (perfil de Žukovi) con un punto, de retroceso en w=1 y con la 
particularidad de que la tangente en este punto forma con el eje reai el ángulo 
а; el arco circular con extremos en los puntos +l, del cual se trata en el 

punto 1), está contenido en el recinto limitado por el perfil de Zhukovski; el 

exterior de la circunferencia C se transforma en el exterior del perfil de Zhukovski. 

314. 1) La imagen de la circunferencia > 

C es una curva cerrada, compuesta por 

dos arcos circulares con extremos comu- 

nes en los puntos +I y con la particula- 

ridad de que las” tangentes en el punto 

1 a estos arcos forman con el eje real 


2 arccos 


ángulos iguales respectivamente а 2a— no 
—a6 y 2a+(n—a)ð; el exterior de la 
circunferencia se transforma en el exte- 2 Є 


пог del recinto limitado рог los arcos 

indicados; la imagen de la circunferencia 

С' es (fig. 67) una curva cerrada con 

un punto anguloso en w=] y con la par- FIG. 67 

ticularidad de que las tangentes en este 

punto forman соп el eje real ángulos iguales, respectivamente, а 2a—að y 

2a+(n—a)ð:; la imagen de la circunferencia С está contenida en el re- 

cinto limitado por la imagen de la circunferencia С”; el exterior de la circun- 

ferencia С” se transforma en el exterior de la imagen de esta circunferencia. 

2) El interior de la circunferencia С se transforma еп el exterior del recinto 

limitado por los arcos circulares que pasan por los puntos 1 y 1 соп la parti 

cularidad de que sus tangentes en el punto 1 forman con el eje real ángulos 

iguales, respectivamente, a: а) 2a+(1a—aJÓ y 24--(2л—а) б, si la función 

©) está, definida еп el 2—plano con un corte a lo largo del arco de la cir- 

cunferencia C que pertenece al semiplano inferior y b) 2u—ab у 2a— (r +a) б, 

si el corte que define a la función w(2) se hace a lo largo del arco de la cir- 
(Ж 


ш-1 zeit ie 
a барш 


cunferencia С perteneciente al semiplano superior, 315. š 


мает де 
donde y=a para В>0 y y=a+a para P<0. 316. Todo el plano con 


Б. 

g 
А 1 

cortes a lo largo de los rayos y=0, хр e y=0 кз. 

317. El semiplano х> 95 con un corte а lo largo del segmento y=0, 

т<х<!. 318. Todo el plano con cortes a`lo largo de los rayos y=0, 

Пеко ey=0, ~œ <х<—1. 319. El ángulo —Ž < argz < Econ un 


corte a lo largo del rayo y=0, vi <x< =. 320. 1) Todo el plano con 


Len 
cortes а lo largo de los rayos |w|= аа ш= г (0—0, 1, =); 
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э-ге”. 321. 1) w-V aF Vai =y VFV: 


1 з. =- 
zyr VVI п). 


ау ка с сеснен СЕ 
302. 1) ш (ап атт) Иа" У 279) a 
Solución. La función + (+) transforma el sector en el semiplano 


m 
inferior de manera que los puntos æ y ae” pasan а los puntos - = 70 +5) А 


£ ) y transformarlo 


Después es preciso comprimir el semiplano (p=-——— 
gata 


en el semicirculo unidad («= p+ У 97). La función w= {/ F es la deseada. 


P РЯ 
2u= (жыз) ( бн "+ VITA) ESO! ) 
may? Б E a te yes (VIA (VAFA), 
donde am (VITA VEFA), 
зн. u-VV APA Vara 


325. eV (E) EV Y (КЕ) (уа). 


Vaá=T+2-i 
э. w= O 2 EA 
y E. 09-181 


Y aptos 
y aret- y анат 


y Y Atg gce F para b 


V Atap A 
w= ы рага 
асаа у ар. 
ү 2+9+ y йна 


1 (уара утра). 


рага 0<1; 


(V Va i++ V VAF NS 
+У5 

Solución. La función =z? transforma el semiplano superior con cortes а lo 
largo de los segmentos de 14-0 y 10, —1 +i) en el recinto del problema 324 
que lo transformamos ре en el semiplano superior. La función hallada, 
según el principio de simetría, transforma el recinto dado en el plano con un 
corte a lo largo del segmento. Resta transformar el exterior de este segmento en 
el exterior del círculo unidad. 


i х El 
A A A 
-7 [+ Иа) (+ уя] . 


Solución. Mediante la función х= %® , donde E =2-4 Y 241 es la inversa 
de la función de Zhukovski, la mitad” superior del recinto dado se transforma 
en el recinto |т| > 1, 1тт > 0 que, a su vez, se transforma mediante la fun- 
ción de Zhukovski en el semiplano superior, Aplicando el principio de simetría, 
obtenemos la transformación del interior de la rama de la derecha de la hi 

bola en todo lano con un corte a lo largo del rayo (— «o 
transformar este último recinto en el semiplano superior. Observación, 


es feli 
1 factor 


үт" tiene importancia ya que la transformación ш” = о (ё > 0) trans- 


я 
forma el semiplano еп si misma. 331. w=le-" (2+ VII? — 

at yaza’ 
— le- (2+ Y 231) ™, donde б=л—а. 332. ш [eE] ў 


donde c= VF, а 


rigt, n=. 333. 1) El recinto se 
ы 2arcte 5 


construye del siguiente modo: el anillo zł} < || < 3 se corta а lo largo del 
segmento г} <и <r} del eje real y al borde inferior del corte se pega la parte 
ri<[w|<ri, O<argw<2a de otro anillo semejante; зі @:=л, el segundo 
anillo es completo y su extremo libre debe ser pegado con el extremo libre del 
primer anillo (en este caso obtenemos un anillo г} < |w] < rì de dos hojas); 
у si al, la desigualdad [291] < а determina dos recintos (véase el pro: 
blema 39), cada uno de los cuales se transforma en un circulo |w—1 |< a de 
una hoja; en cambio si a > 1, la desigualdad |22—1| < a determina un recinto 


que se transforma en el círculo |w—1|<a de dos hojas (para construir este 
círculo de dos hojas es suficiente cortar dos ejemplares idénticos del circulo 
|w—1|<a a lo largo de cualquier radio y pegar el borde inferior del corte 
del primer ejemplar con el borde superior del corte del segundo ejemplar y el 
borde superior del corte del primer ejemplar, con el borde inferior del corte del 
segundo ejemplar). 334. 1) El recinto se construye del siguiente modo: al plano 
w cortado a lo largo del segmento [—1, 1] se pega el interior de la elipse 
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a a 
a rtan, también cortada a lo largo del segmento [—1, 1], 


(etr) (r-r 
le manera que al borde inferior del corte del plano se pega el borde superior 
del corte de la elipse y al borde superior del corte del pe se pega el borde 


inferior del corte de la elipse; 2) el recinto de dos hojas | < RA (1a de- 


w 
al 
[< R determina el interior de este círculo para R <1, el 


sigualdad | 


w+T 
semiplano para R=1 y el exterior del círculo para R > 1) - El corte y las 


pegaduras correspondientes se realizan a lo largo de una línea que une el punto 
w—! 


w=1 con un punto frontera del recinto ¡| < 9. 355. 1) y 2) La super- 


v 
ficie se compone de dos hojas del plano z cortadas а lo largo del segmento 
Ii, 1] y pegadas de manera que el borde inferior del corte de la primera hoja 
se pega al borde superior del corte de la segunda y el borde superior del corte 
de la primera hoja se pega al borde inferior del corte de la segundo. 
336. 1) y 2) La superficie se compone de dos hojas cortadas a lo largo de los 
rayos que van desde los puntos —i, O, i, respectivamente, al infinito, рог 
ejemplo, paralelamente al eje real у en su dirección positiva. Los bordes infe- 
riores de los cortes de la primera hoja se pegan a los bordes superiores de los 
cortes correspondientes de la segunda hoja y viceversa, 337. La superficie se 
compone de {гез hojas del plano z cortadas а lo largo de los rayos (— œ, —1] 
y, lo, e). A lo largo del rayo (= œ, 1] las hojas se pegan del modo, siguiente: 
el borde superior del corte de la primera hoja se pega al borde inferior del 
corte de la segunda hoja, el borde superior del corte de la segunda hoja se 
al borde inferior del corte de la tercera hoja y el borde superior del corte de 
tercera hoja se pega al borde inferior del corie de Ja primera hoja. А lo largo 
del rayo [1, œ) es preciso pegar: el borde inferior del corte de la primera ho! 
al borde superior del corte de la segunda hoja, el borde inferior del corte de la 
segunda hoja al borde superior del corte de la tercera hoja y el borde inferior 
del corte de la tercera hoja al borde superior del corte de la primera hoja. 


358. 1) En la sed polar p= const, O= const; 2) en Jas espirales p= e * (en 105 
rayos Ө = Б para k=0); 3) en el ángulo a < 0 < В (рага a=0 y B=?2n, en el 
plano cortado a lo largo de la parte positiva del eje real); 4) en todo el plano 
cortado a lo largo de la espiral p=0% 5) en el sector p < 1, 0 < 0 < a (para 
a=2x, en el circulo unidad cortado a lo largo del rayo v=0, 0 & u & l); 
б) en el recinto р > 1, 0 < Ө <а (рага a=2x en el exterior del circulo unidad 
con un corte a lo largo del rayo v=0, 1 <u < œ); 7) en el recinto er < p < e, 
y<0<5 (рага $—ү=2л este recinto resulta un anillo concéntrico con un 


corte a lo largo del segmento Ө к= ү, е" << р < e). 339. El ángulo 0 < arg(24n) < 
< 1:18 franja 0 <y <л. 340. 1) En la red cartesiana rectangular u=C, v=C; 
2)enrectas;3)en lafranja0 < v< a; 4)enlasemifranjau <0,0 < v < а; 5)enel rectángulo 
їпл<и<1пл„б<о<?л. 341. зва |, 1 | «|. 342, 1) La 


familia x=C se transforma en la familia de hipérbolas confocales de focos en 


з а 
los puntos +1 (He ) ; la familia у= С se transforma en la familia 


i uo, o 
de elipses confocales de los mismos focos (ete 1) 12) en el semiplano 
superior; 3) en el cuarto cuadrante; 4) en el semiplano de la derecha con un 
corte a lo largo del segmento [0, 1]; 5) еп todo el plano con cortes a lo largo 
de los rayos (— ©, —i], y [1, æ) del eje real; 6) en el interior de la elipse 
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1 con cortes a lo largo de los segmentos [— ch h, —1] y [1, chA). 
л 


2 


349. 1) En la semifranja — $ <и < Š, v > 0; 2) en la franja Fuchs 


3) en la semifranja 0 <и < 9.02 0; 4) en la franja = ў <а<0. 
344. 1) La familia x=C se transforma еп la familia de elipses confocales de 


a 

focos en los puntos (атест): la familia y=C se transforma 

en la familia de hipérbolas confocales de focos en los mismos puntos 
и! . 

(e =!) i 2) en todo el plano con cortes а lo largo de los rayos 

(= œ, —1] y [Í, 0») del eje real; 3) en el semiplano superior. 345. 1) En la 

franja -5 <v<Ẹ i 2) en la semifranja 0 <U< +. u>0. 348, 1) La fa- 


con un corte a lo largo del rayo [1, œ) del eje real. 
niz 


u wma EDE, 350. 


352. ш= соз 22). 353. 
Tr 


1+ Võin mi(+3i), 
4(2—1) ' 


355. 1) w= Матросава, 2) w. 


©оз ле созй 
200.0 Y Т-єсозлг * 


zF сол 


358. w= V cos 22 ch 2A. TS 


3/08 22F ch 2h, иу: 
эк v- y HERA ari A 


363. w= — LL. 3684 0 


/ E] 
coso 
ү ga 35®== 
cos cos 
а 
367. ога ¿o K (véase la observación a la respuesta al problema 


SRE, Solución. La función sen z transforma la semifranja 
х 


у>0,—1у < х < {р en el semiplano superior; además, оз puntos +ү+и 


330). 308. w=arcsen 


pasan а los puntos + ch a. De aquí es fácil deducir que la función w=-Lare sen Sps 
transformará la semifranja indicada en si misma de manera que а los rayos 
Ho ау > œ les corresponderán los rayos u=3,0<0< ж. Aplicando 
un número indefinido de veces el principio de simetría, comprobamos que la 


barcsen 312 
función hallada es la que se requería, 369. w= a 
arcsen z 
аа 
Т ( senz y 
resen g a 
En) BSa зп. w= 
arcsen 02 


372. w= arcsen eiz, Solución. La función 


фе еме transforma la semifranja 0 < x < т еп el semiplano superior y la función 


w=arcsen $ transforma el semiplano superior en la semifranja -4 <и<$, 


© > 0. La función ш=агезепе® 2, que transforma una franja en una semifranja, 
transforma los rayos x=0, — æ <y <0 y x= q. — ю <y <0 en los rayos 


9. 0<у< ® y x=. 0<y<o, respectivamente. Aplicando un 
número indefinido de veces el principio de simetría, comprobamos que la función 
hallada realiza la transformación requerida. 373. 1) El rectángulo curvilineo 
1<p<es, 0<0<b, si b< 2л; el anillo 1 <p < е con un corte а lo largo 
del segmento [1, ез}, si b=2m; para b=2kx (k=2, 3, ...) se obtiene un recinto 
de varias hojas compuesto рог k anillos 1 <р < её cortados a lo largo del 
segmento (1. esl y pegados de manera que el borde inferior del corte del primer anillo 
se pega ol borde superior del corte del segundo anillo, el borde inferior del corte del 
segundo anillo se pega al borde superior del corte del tercer anillo, etc.: 
si b=2kn1B (k=2, 3, ..., 0 < B < 2л), al borde inf libre del 
último anillo de la superficie cónstr debe pegarse a lo largo del 
segmento (1, её] el rectángulo cirvilineo 1 <p<e, 0<0<B; 2) el 
recinto de infinitas hojas, compuesto los anillos 1 <p < а cortados 
a lo, largo, del segmento [i её] y pegados de la forma indicada más arriba: 
3) el recinto de infinitas hojas, compuesto por los anillos 1 < p < ea, cortados 
a lo largo del segmento (t, e7), enumerados mediante los números enteros 
(o... —2, —1, 0,1,2, ...) y pegados de manera que el borde inferior del 
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corte de cada anillo se pega al borde superior del corte del anillo cuyo número 
es mayor en una unidad. Este recinto es parte de la superficie de Riemann, 
sobre el anillo 1 <р < е2, de la función Lnw. 374. 1) El recinto de dos 
hojas que se obtiene al pegar dos simiplanos de la derecha, cada uno de los 
cuales está cortado a lo largo del rayo v=0, 1<u< «о; los bordes de los 
cortes se pegan en cruz, es decir, de manera que el borde inferior del corte de 
la primera hoja se 1 borde "superior del corte de la segunda hoja y vice- 
versa; 2) el, recinto de dos hojas, compuesto por dos planos que tienen cortes 
a o largo de los rayos — œ <и 1 y 1ш < ® del eje real que se pegan 
en cruz a lo largo de los cortes — œ <u<-—!. Los bordes de los cortes 
1<u < œ permanecen libres. 375. El recinto de dos hojas, compuesto de dos 
planos cortados a lo largo del segmento —1 <v < 1 del eje imaginario y pegados 
de forma que el borde de la izquierda del corte de la primera hoja se pega al 
borde de la derecha del corte de la segunda hoja. Los demás bordes permanecen 
libres. 378. La superficie de Riemann tiene infinitas hojas y dos puntos 
logarítmicos sobre los puntos w=0 y ш= «о. Los recintos de univalencia del 
z-plano, correspondientes a las hojas del w-plano con cortes a lo largo de la 
parte positiva del eje real, están limitados por las circunferencias Эа E 
+ y=0 (4=0, +1, +2, ...). 377. 1,00, r,=r,=1. La imagen del círculo 
Г} < л, ев tods l plano salvo el punto wasi: la Imagen del circulo |2] < ra 
1 


(y del círculo [2] < гу) es el semiplano Rew>—=>+ + 378. 1) rim 


E 
3) n=2— V3. 


gi? n=l 


Capitulo HI 
388, 1) L=2+i, ПАТЕ 2) nz ТАРР 
l¿=—aR!, 380.1) УЗ (1 


392. 1) ке Кєл —1], si n а —1; ni, si 


5): 2) 2; 3) 2; 4)0 


=—1; 2) y 3)0, si п $ —1; 2л, 


sin=—i. 893. 1) —2(1—0 2) 201—0; 3) —2(14 0 4) —4: 5) 4i. 
394. 1) 2ni; 2) —2л; 3) 2л: 4) PaRi. 395.1) Li, si n —l; ла, si 
n=-1; 2) pn ii, si n=l; —2a3, si л=—1. 396. g а 


а 2—1; 2ni, si a= 398. 1) |а|<1у; 2) эпрт>0. 412. nis 
2) +: 3) 0. 413. Si el contorno C contiene en su interior el punto 0 y по 


contiene ni 1 ni —1, se tiene /=—2ní; si contiene sólo uno de los puntos —1 
ó 1 y no contiene el punto O, se tiene 7 De aquí se desprende que la integral 
puede tomar cinco valores diferentes (—2лї; —лі; 0; лї; 2л). 414. 2"— | para 


as T, и: 16 ат. (145). 418.1)1; 
! 


3) 1-5- 420. уф; 2) 1— 


n>1y2 paran 


ә; 2i 
2-5: F 


428. 2. 429. е. 430.1. 431.1. 432.1. 433. + 434. L. 435, 1 


425. R 426. со. 427.0. 
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para [a] <1 y тї рага |а|>1. 436.1. 437. 1) R; э; 3) ©; 4)0; 
5) R*; 6) R para |2,1<<1 y E para |] >1. 488. 1) R= min (r1, ла): 
ТгәЇ 


D Rar) REÍ, 439.1) a 2 nda зуура E 

4) In(1+=2). 440. Diverge en todos los puntos. 441. Converge (no absolut 

mente) en todos los puntos, a excepción de z= 1. 442. Converge absolutamente. 

443. Converge (no absolutamente) en todos los puntos, a excepción de z= 1. 

444: Converge (no absolutamente) en todos los puntos, a excepción de los puntos 
y 


2=e P (k=0, 1, 


.. p—1). 445. Converge (no absolutamente) en todos los 


puntos, a excepción de los puntos LEA y г=—1. 446. Converge 
—!у". 449. Solución. Investiguemos 


absolutamente, 447. Por ejemplo, сь = 
“ val 
1. Los términos de la serie УУ єй, 
nl 1 
cuyos denominadores son 4%, 2-4-1, ..., (E 1921 llevan el signo (—1)*; 
denotemos mediante (—1)* ох la suma de estos términos y demostremos que 


= 
ок — 0 топбіопатепіе. Tenemos 0 < 04 < an =! —-Oparak — ою. 


Además, la diferencia 


primero la convergencia en el punto 


1 1 1 1 
ara [тает] 
1 1 1 y 
Tep [атт раз) арав > 
1 П 1 d 
2 CP [= Fi EFA 3] -ary aF ут > 


Con esto queda demostrado que la serie dada converge рага 2—1. 
Silzl=1, pero 29 1, nos valemos, según la indicación, del criterio 


de convergencia del problema 90, tomando а, =(—1J "lz, eh. 
Las dos primeras condiciones se verifican obviamente; para demostrar la tercera 


estimamos: Sa Sami E у= 


"+ 
аы зану... фат), donde 
p=[V 7] —1. De aquí 1Sa |< трет 2+3, por consiguiente, pa todo ғ 


existe un k tal que [S,|<kp< kV л, con lo cual concluye la demostración. 


ds en” 


457. R=1 
г ат" b ү А 
45в. Ус» РЕ в- |2. У 2 ‚ өе 
e] А _ 
donde c= > он ARA E ia, ВУП. 
о. Y) ("127 R=. 461. R=l 
1% 
462. E Ely bio R=1. 463. У т Жей, 
ly an A mn 
464. "У ( +) Ral 465 У авт: йэй, 


S pe Е Lom О ш 
IS еб, 


1 1)" 1 
R=3. 488, ¡Er Y (бе у.ав, R=2. шө. + 
= 


m 5/1 2 
S DE ро TREN 
A R= «0. 5—2 y Brie. 


f: лл 
= m æ sen(14F 
mn Éent, g-i ат seie i, в-а. 


е аты 1 аљ, pay op ha 


4 
а би 
себ „476. 124-214 ini ES ЕЎ 
+ nin e> 
Со = лс, Ьп (п 1) с... са 21си 1, nl 
z 2 Y А: ( 1 
me) lr (++ 


180. — 42°42 [eme +02 + 


jn 


кеу! (+ 
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¿+ 
nF 


(6: ЫЕ TS R 


PB ы 1234 (288—1) В, у. 
ат уа A ARa 


o (аныр 


y Y a, п: оз, o a y Т 


1 ГЕП 


EAN AAA DA УБ 
R=n. 489, === -= ¿n>0,R= 
" Í vell @ ) E ) ] А К 
©. =, A, y ROA „ү у 


+ а-а ӧсп-з=0 (1=3,4 , 


ава (0) — (2а + 1—2) 1, (2) 


EMO). 497, РЕ врана аш 


Кор de "шы 2 PS! зп). афа. 


АЕ 0 1-2)(0(0+ 10)— 3:41. „natha 
FIN 
ШЕ 49. ©, 00. 1—7 та 


а ТА? iman ач) 01. ә Р (а, 6, ол) 


@ е 
С] а(а-+1).. ал ЫЫ. +91) qn, 
е aeeti “+ лїє(с-Е1)...(с-Ел—1) 
|г|<1. Б Solución. Derivando la ecuación hipergeométrica, obtenemos 
la ecuación 


1 е0) a++ -a++  @) 


zrg., 
mi a 


a la cual satisface la función i4 F(a, b, с, 2). Сото la función 


Ёге, b,c, 2), por ser derivada de la función F (a, b, с, z) analítica en el 


unto también ез una función analitica еп el punto z=0 y como 
ода solución de la ecuación (1) analitica en el punto z=0 debe 
ser de la forma kF(a+1, b+1, с+1, > (véase el problema, 501), donde 


k es una constante, obtenemos que Era b, с, z)=kF(a+l, b+1, 
c+, 2). Tomando z=0, encontramos k=%. 506. 1) 4; 2) 15; 3) 3, 


508. 1) Un cero de orden Atl: 2) un cero е de orden по menor de min (ь, 1); 
3) un cero de orden А—/, si Ё> 1; un punto regular, que no es un сего, si 
k=l, у un punto singular, si А < f Los puntos z= 3i son ceros de 
rimer orden. 508. Los puntos z=+3i son ceros de primer orden; el punto 
infinito es un cero de segundo orden. 50%. 2—0 es un cero, de segundo 
orden; г=йл (= +1 E2...) son ceros de primer orden. 510. 2252 
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son ceros de tercer orden; г=24 (k=0, En +2...) son ceros de 
primer orden. 511. 2=22л (k=0, +1, +2...) son pay ойша ndo orden. 
de eo юп озо de бепе ordenó йн ИЗ denis puntos de tipo а= йл 


(k=0, +2, +3, ...) son ceros de primer orden. 513. а= + (k=0, +, 
+9, ...) son ceros de primer orden. 514. No tienen ceros. 515. z=kn 


(k=0, +1, +2, ...) son ceros de tercer orden. 516. г =0 es un cero de 
segundo orden; z=kx (k=l, +2, ...) son ceros de tercer orden. 517. 2=0 


es un cero de tercer orden; z= y 2= Vma (1 ЕГУ 3)(#=:Ё1, +2...) 
20-1) 5 (4=0, +I, +2, ...) son ceros 


son ceros de primer orden. 518. z 


de tercer orden. 519. КЕЕ ТҮНҮ уг= Y (405 (1+1V3) 


GTO El 2, 2.) зоп ceros de primer orden. 520. z=4 es un cero de tercer 
orden para una de las ramas. 521. Aquí р dos funciones dadas; una tiene 


ceros de segundo orden en los puntos ¿=24x + F y la otra tiene ceros de se- 
gundo orden en los puntos г = (2#-+-1)л 1 (#=0, +, +2, 522. El 
punto de acumulación puede ser sólo el punto Infinito. 828, 1), 2) y 3) No 
existe; 4) existe (10-35 + т)- 524. 1) Existe (f(2)=2% 2) по existe. 
525. No contradice ya que el punto z=1 по pertenece al recinto de analiticidad 
de la función. 526. Solución. Del desarrollo / (г) = Y) 


({— 8)" se despende 


que u(x, у= © +5 {en оха) Hi (и — yo)" 2, хо) —1 (4010) + 


Tomando aquí Pa e y=w+ Ea ‚ donde E es lo suficientemente 


próximo a 2, obtenemos (¡establezca esto!) 
ar, ti) o 
HG, ж» у @® 
y tomando z en lugar de £, llegamos a la igualdad requerida. 528. 214+-2-+Cl. 
529. гет 1-С. 580. (1402—31С. 881. snz—chz+C (C es una 
constante real arbitraria). 538, 2) 242M. 


Capítulo 1V 

543. ESAO рага |2|<2; рага |z|> 2, 
1 

se EA = AAN 


para |а| >Ja]. 545. 2-57 аә para 121 — + em 


2-0 no 
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E m4 tant 


рага 0 < [2—1] < 1; -5 де рата |z]> 1. 546. p a 
10 
Я (2—ay 
para [zl<lak = [Ei] рага 0 < |z—a] <|b—al; 
bn-1—an -1 1 
PEZ para 121 > lol sÈ (+) para |а| < 


АРРА УНИИ gg рага 
1% 


0<[2—2|< V5; ¿Nom Хғ" рага 1 <12|<2. 
КЕП =0 


548. 


„пален = раа 0<12—11<2; 


Lorman рага |г|>!. 549. «+9+У 2] para 
= “ 


A ее) ЧЛ), 
«parla, 550. E HS en, А х 


A a 


0<[21< ә. 552, n Era ту Para о<|г—1|<®; 1 


E i fai 
+ Y с-„г-" para |z] > 1, donde c-n=— 1+ n=2, 
È La {сл ("к ) 


(10-1 428—1 sen 1, (—1)* 424 cos 1 
3,...). 553, cos l E СІР ыйын. EA 
) ж [= 0) 2—2) + (2k)! (2 — 2)%6 ] кере 


+ с-пг-", don 


o КЕП 


o | 
<|2-2|<0w. 554. censor Y 
і 
2(—1* 
(2k+ 1)! (2— 1)** 


+ | para 0< 12—11 < =. 
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556. Ух єп + Y tanto. 
7% 


(a=0, 1, 2..). 


1 
J! 2л 4-28 +- 


L para 0<|г—1|<®; sem 1 02L y sena сов) 23 


do. para [а а, 1-4-7 (De git амс, donde 


Ban son los números de Bernoulli (véase el problema 485) рага 0 < |2| < 2л; 
Зз шуул | у 2p, 
¿Pty [core 


Ñan 
yr PP y 


para a<lzl<%m 


para |z| > тах ((al, 16). 


2 


para 12122; tarta ho 


ГЕ 
1 E е 1 
ама mae У бы ). с-ак+у=9С-зл 
(k=1, 2, ...), para 1<]г|<2. 561. 1) Sí; 2) sí; 3) no (el punto z=1 no 
es un punto singular aislado); 4) no; 5) no; 6) no; 7) no; 8) no (la función no es 
continua en cualquier anillo que rodea al punto z=0); 9) по; 10) sí; 11) sí, 
cuando а es un número entero o cero, y no en todos los demás casos. 
562. 1) No; 2) sí, ambas ramas admiten el desarrollo; 3) no; 4) sí, las tres ramas 
admiten el desarrollo; 5) no; 6) dos ramas admiten el desarrollo (de las cuatro), 
determinadas por las condiciones V 14 V T=+k V 3; 7) по; 8) по; 9) no; 
10) 51, las seis ramas admiten el desarrollo; 11) "no; 12), 13) y 14) sí, cualquier 
тата admite el desarrollo; 15) по; 16) по; 17) el desarrollo lo admiten todas las 
УЗ п 
2 4* 
=0 y 2=-+1 son polos de primer orden; z=% es un punto regular (un 
14 
z T 
va “yr 
z=% es un punto regular. 567. г =1 es un polo de segundo orden; z=% es 
un polo de tercer orden. 568. 2—0 es un polo de primer orden; z=42i son 
polos de segundo orden; z= o es un punto regular (un cero de quinto orden). 
= 4-1 son polos de primer orden; z=% es un punto singular esencial. 
570. 2—0 es un punto singular esencial. 571. г= © es un punto singular 
esencial. 572. 2=2kmi (k=-+1, +2, ...) son polos de primer orden; z 
es un punto de acumulación de los polos. 573. 2==0 es un polo de segundo 
orden; 2=2kni (2== 4-1, +2, ...) son polos de primer orden; z= о es el punto 
de acumulación de los polos. 574. Let has (6=0, +1, +2...) son 
polos de primer orden; 2=® es el punto de acumulación de los polos. 
575. 2—0 es un polo de tercer orden; 2=2%x + í In (2+ Y 3) (k=0, +1, 42, ...) 


ramas, a excepción de dos determinadas por el valor Arcsen 
585. 


сего de tercer orden). 566. z= 


t son polos de primer orden; 
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son polos de primer orden; 
576. z=kni (k=0, +1, +2, 
de acumulación de los polos. 


© es el punto de acumulación de los polos. 
22) son polos de primer orden; z= œ es el 
77 es un punto singular esencial; 
es un punto regular, 578. z n punto singular esencial 
polo de primer orden. 578. es un punto singular esencial; z=% es un 
punto regular. 580. 2=0 es un punto singular esencial; z= ез un punto sin- 
gular esencial, 581. es un punto singular esencial; z= 2kni 
(k=0, +1, +2, ...) son polos de primer orden; z=% es el punto de acumu- 
lación de los polos. 582. ka ( -) son los de primer 
orden; z= œ es un punto de acumul: =0 es un polo 


(41) 
(e=0, +1, +2, ...) son polos de primer orden; z=% ез el punto de acumu- 
lación de los polos. 585, 2=(2+1)3 (0—0, +1, +2, ...) son polos de se- 


gundo orden; z= œ es el punto de acumulación de los polos. 586. z=0 es un 


polo de tercer orden; 2=kn (й= +1, +0, ...), son polos de primer orden; 
z=% es el punto de acumulación de los polos. "587. z=kn (й= +1, +2, 
son los polos de primer orden; z=% es el punto de acumulación de los polos, 
588, z=kn (k=0, +1, +2, ...) son los polos de primer orden; z=% es el 


punto de acumulación de los polos. 589. Si а ma+3 (m=0, +1, +2,.. 
los puntos 2=2kx-+a у z= (224-1) л—а(6=0, +1, +2, ...) son polos sim- 
ples; si a=ma +3, los puntos 243 para m par y los puntos z= 


de segundo orden; z=% es un punto singular esencial. 584. 


= (+ рага т impar son polos de segundo orden; z= оо es en todos los 


casos el punto de acumulación de los polos. 590. Sia # ma (m=0, +1, + 
juntos z= (24-+- 1) л + a (4=0, +1, +2, ...) son polos de primer orden 
los puntos 2=2kx para m impar y los puntos 2==(2£-+-1) л para m par son polos 

de segundo orden; z= æ en todos ос casos es el punto de acumulación de los polos. 

591. z=1 es un punto singular esencial; z = со es un puntoregular (un cero de primer 

orden). 592. z=—?2 es un polo de segundo orden; 2=2 es un punto singular 


esencial; z= о es un polo de tercer orden. 593 y 594. = @= +1, 42, 


son polos de primer orden; 2=0 es el punto de acumulación de los polos; 
z=% es un polo de primer orden. 595. z=0 es un punto singular esenci 

z=% es un punto regular (un cero de primer orben). 596. 2==0 es un punto 
singular esencial; z= es un punto singular esencial. 507. z= 
=% (@= +1, +2, ...) son puntos singulares esenciales; z=0 es el punto de 


acumulación de los puntos singulares esencial 


), los 


; z= œ es un punto singular esen- 
cial, 508. г= сурту (#=0, +1, +2, ...) son puntos singulares esencial 
z=0 es el punto de acumulación de los puntos singulares esenciales; z=% es 


un punto regular. 599. ¿== (#= 1, +2, ...) son puntos singulares esen- 


ciales; z=0 es el punto de acumulación de los puntos singulares esenciales; 
2 
бєрк @=® tl, 42.) 


0 es el punto de acumulación de los puntos 
singulares esenciales; 2 = ез un punto regular. 601. Para una de las ramas 
es un punto regular y para la otra es un polo de primer orden. 602. Para 
una de las ramas es un polo de primer orden y para las cinco ramas restantes, 
un punto regular. 603. Para una de las ramas es un punto regular y para la 
otra, un polo de segundo orden. 604. Para una de las ramas es un punto 
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z=% es un punto singular esencial. 600. z=. 


son puntos singulares esenciales; 


3) un polo de orden п-т. 613. Ejemplos: 1) 2% 2) Ate 3 =>" 


a А ” а 
та @ #0 о аг+Ь (а # 0); 2) с 


nro 3) түрс; y Aini tantat (a, O, antn 7 0) 


зу etazt... tanz" 
(2—1) (z— a4). . (2 — 9) 


614. 1) 


ш” @ #0) о tardo. ан" 


(ад # оч) para k / í y al menos uno de los núme- 


ајаг... Баи" 
z (аа #0, 
Pa (@—„ CrO бА оа 
рага # 3 0). 616. 1) г es un punto singular evitable; 2) ге es un polo de orben л, 
si p(2) es univalente en una vecindad del punto zu, y un polo de orden лт, 
si q (2) es m— valente en una vecindad de este punto; 3) zp es un punto singu- 
lar esencial. 617. 1) El punto 23 es un polo de orden n, si y' es un segmento 
rectilíneo, y un punto regular de multiplicidad л, si ү' es un arco circular, es 
decir, (2) — (25) =(2—25)" Ф (2), donde Ф (г) es analítica en una vecindad 
del punto гру Ф (25) +0. Si 23=00, esta condición se escribe en la forma 
10) 1 (00) =2=1 (г), donde ф(г) es analítica en el œ y Ф (оо) #0; 2) 23 es 
un punto singular esencial. 619. 1) —1; 2) 0; 3) 0; 4) 0. 620. 1) El punto sin- 
gular esencial es 2=00; el valor excepcional es 0 (¡y el œl) e%=>0, si 
эо (еї 00, si x — -H+ ос); 2) el punto esencial es z=0; el valor excepcio- 
i 
nal ез O (y el о); e? — 0, si z— 0, por ejemplo, a lo largo del camino y=0, 
i 

х<0 (5 —* œ, 512-0 a 10 largo del camino y=0, x > o) ; 3) el punto 
singular esencial es z no hay valores excepcionales (salvo el valor co); 


тоз am es diferente de cero) o 


сә > со рага x=0, y— 0; 4) el punto singular esencial es z= о; los valo- 


res excepcionales son i y —i 621. res [/ (2)lz=+ 1 = 


res [/ (¿ama 


гез [F (2), 623. res [f (2)),. 


те 1, 0 рр 
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= +: res (F (у 0. 625. res [f (2)], „о =0; гез {f (2221 = 5 


гез [f (Dhea =2sen 2; res [f (2))z =œ = —2 sen 2. 

627. а {беп3—соз3; res [fly = 

= — безін cos 3); res [f (2)lz= „= 3—3). 628. res [/(2)], area = 
з 


Ы (&=0, +1, +2, 
630. {еу =, 
(k=0, + 


2) res [F (2))z „а = —ге517 001, „ 


+2. - - гез [Р (2) аак = 
092. * 1) тез Ohra те абга, =O; 


623. res [7 (г, „= 


== resi Ohe e= Y, maT A 634. res [/ (2)), =o = тез [/ (za „ = 0. 
— 
635. гез [/ (г), „._, =— Tes [f (2), „= —соз!. 636. res [/ (г)],„_у== 


Ри атча 
il nd Lame Lamar y 
Б; eO) заада Gel, 2 


взт. тез [7 0), = 
638. res / (01,-0—0 з! п < 0, y también, si п> б y es impar; гез [f (2)lz=o = 


ma si a=0 6 n>0 pero es pari reU Elre a= res |f = 
бө. est O, 0и раля @=+!, 42, ...) тез [f (3)lzm a = 


=E Gh. 00, resi (0), до (А (eml, 2, ..). 


me 1 

i 
өн. тезү (2)ls=0=0, si л es impar, тев |7 (гг в (н GD Вы, 
n=2k (k=0, 1, 2, ), donde B, son los números de Bernoulli (véase el 


problema 485); т), (а) Г =. (k=0, +1, +2, ...). 


642. 1; —1, 643. 0; 2. 644. —2e%ual, зул. y Ln 1=2kxi; 0 para las 
ramas definidas por el valor V T=—1. 645. ¿E 646. 1) a—P 
(para todas las ramas); 2) et—e (para, todas las ramas), 647. 1) 2eni -+ 
+g ggh S La 120 2) ур get 57 (Para todas 
las ramas). 648. гє[/(#һе= Ёл, si Arctg O=km; res[f(2)li=o =— 
CELDA, si Arctg = = 4 DR, 649. resiflallezo=0, si n=0; 


tes неар, sl, у re (llo CB, si aa 


2 та ар В), si n= 0; res (д 
п=—1 y Ln 1I=2kx, y гез[/(@@)===0, si n&—2. 
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2kni, si 


©-ку*-® (а) 


651. 1) Аф (а); 2) с-ф (а) + a а... pt O 652. 1) n; 2) —n. 
b za А 
653. Dagi: 2 —npía). a йш: 655. AB. 


k = 
2 (Ве —ат+1 лі r м 

656. Ze» qa - 657. — 658. — 2ni. 659. — уг. 
2м gee. 

660. ш. 601. — 208. 682.1. 663.0. 064 ттүү 


Ж 10) На) 
5л <—1. 665. З2лі. 606. 0. 667. 205,5 о. o 0, а 


r< li 41, si r > 1 (el signo depende de cómo se escoja la rama del inte- 
E 


«si n=—1, y 0, 


1 1 2л 
grando). 670. «1+ 2. 871. aara 2 673. vF: 
on. — y, ө, LADT. өм, lali ар. 

(а — му la (a 45917 
la] > 1; 0 (valor principal), ы Та] =1, 04-41 (para sak! el valor princi- 
pal no existe). 677. хез), si [а[<Ь; БЕ si lal>1; 


Laa (valor principal), si [а] = 1, а % +1 (рага a=-1 el valor prin- 
cipal по existe). 678. HE, si næ0; 0, sin <0. 679, ni sign а (para a=0 
el valor principal de la integral es igual а 0). 680. —2nt sign Ima. 
л л 1.3.5... (212—3) л on 
a ма»: gesi n=l, 


х 
“ až 
ваз. 880. жут. ват. —T o. вва. E 2 
пеп & ent 

690. 691. 1) з (8031—3511): 2 Ja G cos 1 +sen 1), 

602. Jh (2cos2+sen 2). 693. EZ. 004. се-®. 698. ni, si £>0; 


л 1 
0, si 2=0; —ni, si £ <0. 697. x(2sen2—3sen3). 698. (9:4). 


ПАЯ 
til, y 1 аы 
ө. E (н) |; root etienne 
а л 4 e 
701. a (e= 2р). 2 i 703. 9212—2440) e-h), 
эл Г(р)сов 2 T (p)sen ZE 
704. х (ьа). 705. 706, Z- 707.1) F 9 — 


para comprobar que la respuesta es válida para —1 < p < 0, es suficiente ob- 
servar que para estos valores de p la integral converge y la función, que figura 


еп 1а respuesta, es analitica. 708. 


12. 


1 la integral es igual a 3) 


1 la integral es igual a el > 


(para р 


720. лслр. 72. перл. 722. деу. 728. E ы 
m шы [2 (1-6) 3]. = al-l] 
272 л (en оз ар), 


727. 
a no pertenece al intervalo (— 1, 1), se tiene /=— 


Xara: ті 
‚ donde Уат > 0 


para a > 1 (en el plano соп un corte а lo largo del segmento [— 1, 1] la mag- 
за 


nitud VaT T es uniforme); para а= e'* se tiene г ¿E e 17); 


para a=iy зе tiene =. sign y; para — 1 < a < 1 se tiene /=0 (valor 
VER 


principal). 730. 51 b no pertenece al intervalo (0, 1), se tiene / =, bp-i 


зепрл 
(—1)-”, donde (6—1)-2 > 0, bP-1>0 para b> 1; si 0<b<1, se tiene 


I=—nbP-1 (1--0)"*ctg ря (valor principal). 781. 182. па. 
пеп ® 
783. ы(лї--4 Inta). зм. ya (me E). 135. —л. 
736, 5102. 737. ¿mi 79.1) Ll (para а=1 se tiene 
1 л 1 
т=з): Tra: 740. — 1) 
z): > зана) Te (5 E аы 
йы. 1 а! 
| "а | rpati 2 ED 
2441 а@—2°-\) 
х . mas, FU (рша а=1 se tiene 1102). 
Ita к) =) saa 
naaa, A ИЄ, A 
ON 252. Pear 2cos £ 
тв. 210010), si 0<a<l; Emi lta ‚Ча>1. 150. у; эш, 


si £> 1; 0, si £ < l; si £=1, se tiene /= (valor princi- 


para n> 1 е/= 


pal) para n=1. 751. 


752. sent. 753. 1) cosf; 2) £—sen t. 


Гыл Ea ae 1 Ly 
Т4. rr T al т) "а 
э 0, sif<l 758. 2 — . 159. ЯС 
> sita ) Y erf VT, donde 
а 
erf u= e [eras 760. еен VT. 761. sent, sif <л; 0,sit=>xm. 
Е 
è 


762. 1, si0<f<a 0, si t 


— 1, si a< t< 2a; -4 si 1=2a; 0, si 


1>2a. 763. n+l, si na <t < (n+1)a; n4t, sit=na (з=0, 1, 2, .,.). 
x 


764. 1—erf 
“yr 


(véase la respuesta al problema 759). 7865. + 
а UE an ЛИГ > 
PE es р: 166. — El (—1), donde Ei (f) = e de 


твт. 254 “ч А 2a 


168, 2, 789.0, sib <0; arhL, si b>0 


П 1 

m2, ҮТЕНҮ ЕУ 2F1>0 0). 773.1) == 
ТЕТЕ? py 7 +FT>0 para г> 0) ) yaza 

sia > b;0,si a < b;2)0,sl a > 0; + Sia < b. 774. ® Jo (ila) VEB). 


775. Si la parte real de al menos uno de los polos es positiva, se tiene 
¿Aim / @) = ео; si la parte real de todos los polos es negativa se tiene lim f (f) =0; 


si unos de los polos se encuentran sobre el eje imaginario y la parte real de los 
restantes es negativa, resulta que f (£) oscila para / - со, Соп la particularidad 
de que la amplitud de las oscilaciones crece infinitamente, si al menos uno de 
los, polos, del eje Imaginario es de orden superior al primero, y permanece aco- 
tada, si todos los polos del eje imaginario son simples. Si sobre el eje imaginario 
hay sólo un polo, situado en el origen de coordenadas, se tiene / (f) + œ, si el 
polo es múltiple, y / (0) — res [e*tp (2)],.. о» si el polo es simple. 777. f (£) ~ dzs А 

io lot V Taio- оз 


7e 1O- уштай 


x-i 


en la forma аа 
% E 


781. Solución. Representemos la integral 


а 


РР 


Я dt. Puesto que para el desarrollo asintótico 
en potencias negativas de x se tiene e=% — 0. de la solución del problema 780 
se 


lesprende que la segunda integral es asintóticamente igual a cero. Según la 
definición de Valor principal de la Integral, tenemos © © 2 


т gt Ea 
| 7—4 =е-* lim |} 
БЕЛА 


tr 


(el integrando de la última integral es continuo). Рог otra parte, 


a+ (е 
j 


dt +S amom f а. 
i i 


donde C=C (n) es una magnitud constante. Resta demostrar que 
Pet 


e 
lim хте- (а-о, 
РЕЯ } 


lo que se consigue fácilmente aplicando la regla de L'Hospital. 784. Solución, 


Consideremos { e=" dt, donde С es el contorno 
č 
[= сы en la fig. 68 (paraRez > 0). Esta 


integral es igual а cero у por ello (¿=x-+ iy) 
es tiene 


FIG. 68 


А = “ 
tatt di = Ù етар AA 
$e "а={ и ya «ъа 


La primera integral del miembro de la derecha es igual а 
la segunda en la forma 


representemos 


1 
den 
ÓN 


t 
= TFE 4. 


= 


rens 


Let 
т) 


Repitiendo la integración por partes, obtendremos el desarrollo requerido. Ра 
el resto tenemos la estimación siguiente 


1:3.. .(2n— 1) т ely 
Ра (тузт 44 


заб е-и 
27 ate 
Н 
e 


Integrando de nuevo por partes, obtenemos (| гу үст di < уту нау, de donde 
Гаї яру 


se desprende precisamente que el desarrollo es asintótico. El caso en que Rez < 0 
se considera análogamente. Si Rez=0, se tiene 


Penta Tet. Yz 
jea < mam 


788. f () ~ L sen (ыч 


para pequeños valores de £ se tiene 


Уан Je VE 


Г 


N 


(+? 


para pequeños valores де / se tiene 


тат. 0 Ас ror 


РЫ 
= я $ „1. 789.06. 790.4. 
Г ORDO yz 78 189. 4. 
792. 1; 793. 0; 4. 198. п. 797.п. 799. Solución. La sucesión 


de funciones fn (2) converge hacia la función 2 еп todo punto, a excepción de 


20. Por consiguiente, para un е > 0 y cualquier circulo K, que tiene su centro 
en el punto z #0 y que по contiene el origen de coordenadas пі en su interior 


“a “lo 


Н 
ni en su frontera, se puede indicar un А tal que la деиш на 0 <e 
tendrá lugar para todos los puntos de K siempre que n > N. Resta escoger 


e< min д ‚ donde С es la circunferencia del circulo К, y aplicar el teorema 
ze 
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de Rouché. Observación. La afirmación del problema se desprende directamente 
del teorema de Hurwitz (véase, por ejemplo, fl, cap. IV, $ 3 n° 5). 803, 0. 
804. 2; 1. 805. En cada cuadrante hay una raíz. 806. Dos raíces tanto en 
el sengundo como en el tercero cuadrante. 808. En el recinto $ > 0, «> + VB 
(el recinto I de la fig. 69) se tiene m=0; en el recinto B > 0, a < + V| 


(recinto П) se tiene m=2; en el recinto В < 0 (recinto 111) se tiene т= 1. 


809. En el recinto а> 0, B > 2 (el recinto I de la fig. 70) se tiene m=0; en 


el recinto, en el que o bien а<<0 o bien «> 0, В < 2. (el recinto 11), se tiene 


т=2. 810. En el recinto æ > ++ 14 e+ 


(el recinto / de la fig. 71) se 


7 
У 


ДС 


FIG. 70 FIG. 71 


tiene m=0; en el recinto 0 < а < Ve (el recinto //) se tiene m=2; 


1 1 1 
en el recinto, en el que o bien а < $ — }/ ро bien + — Ver 


<a <0 y р> 0 (el recinto 111), se tiene m= 1; en el recinto — Июн < 


<a<0, В < 0 (el recinto IV) se tiene m=3. 812. El recinto, que contiene 
el semieje positivo a y que está limitado por las líneas 


813. El recinto del primer cuadrante limitado рог las líneas b=0 y 
a=tg 
6 


b=0, O<Ga <p y por el arco 


о<!<рт. 814. El recinto finito limitado рог el segmento 


cos 17 


O OA ст Р ӨР). 
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эш. ma a a + Жак 4 


вв. p a= ASA 


n=l п=0 ar 
ES _a 
829. 2=a + Y E (enn a). 830. Solución. La función w= аы 


т 
analítica en el circulo | 


-#|<» donde r < Ж, y по tiene en este circulo 


más ceros que z 


En la circunferencia de este círculo se tiene |w|= 


2r 
> Y Por ello el circulo Jw] < p de radio p < z= зе transforma 


күт 
biunivocamente en la vecindad correspondiente del punto ¿== de manera que 
en esta círculo el desarrollo de z(w) converge. La función — tiene un 


гест", donde 21° = г°=1,19... < 3) ‚у este máximo 


„=т= 


máximo ра 


es igual a 


),6627. Por consiguiente, el radio de con- 


Per 
vergencia по es menor de 0,6627... Al mismo tiempo los puntos w, en los cuales 
dw 


), es decir, tgz=z—ī , no pueden estar en el interior del circulo de 


da 
convergencia del desarrollo de z(w). Poniendo 2—5 
it+1 


transformemos 1а 


de - ш -t 
ecuación G¿=0 a la forma ctgt=—! o еш т. Luego, Ил ` una 


raiz de la ecuación Zo. El valor que le corresponde es w= 
TA de donde а И =T =0,6627... cl pun 


se encuentre, por lo tanto, sobre la circunferencia del círculo de convergencia 
y el radio de convergencia es, por consiguiente, igual a /7*i—1=0,662 


Capítulo -V 


832, El anillo 7 < |2] < 1. 833. El exterior del círculo unidad (|z] > 1). 


834. |г|<1. 835. ү! semi plano, Rez < —1. 886. El eje real. 887. Todo 
el plano, a excepción de untos z=0, +1, 32, .... 838. |2|> 1. 
Eso! [2] < 1. 840. Todo el plano, a excepción de la circunferencia unidad 
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(г] #1). 841. Todo el plano, a excepción de los puntos z=4"e " 


1,2, ...). 842, Solución, Si la serie 


а converge, es evidente que 


< м є A ayer 
la serie УУ а converge рага |z| < 1 y entonces de la identidad Y? 25, = 
т 


» D 
an 
Se [а Se deduce que la serie también converge para 
п=11— — 
т 


[а> 1. Si la serie У а, diverge, la serie У) алг" tiene el radio de conver- 


gencia Ё < 1. Para |z| > 1 la divergencia de la serie Y se deduce de 


ам" 
з 


т 


que, en el caso contrario, serian convergentes la serie Y 


рог соп 


m 
guiente, la serie Ni =} an. Por otra parte, si |z] < 1, el 


módulo de la razón g de los términos generales de las series УЗ anz" y Y) 7 
т 
está comprendido entre los límites 1—|z| < 4 <2 у, рог со 


iguiente, ambas 


series convergen y divergen a la vez. 843. 1) Уг", donde 0, = Ja, y con 
1 

la particularidad de que la suma se toma respecto a aquellos índices р que son 

divisores del número n, incluyendo 1 y л. El radio de convergencia es R = тіп (7, 1}, 


НЫ Ea Парх 1. 847. 2, 


вра y Lsitel>L вв, Ep. зі [ар <1, y — si ja> 


850. 1) y 2) convergen uniformemente en todo circulo |z| г < 1 y en todo 
recinto (el R > E 3) е шшш ы tod ш че а los 
demás puntos diverge. 852. Converge uniformemente sobre la circunferencia 
|1; en, todos dos demás puntos diverge. 853. Converge uniformemente en 
lodo semiplano Rez==5, donde ё > 0. 854. Converge uniformemente en todo 
semiplano Rez=1-+8, donde ð>0. 855. Converge uniformemente sobre el 


eje real; en todos los demás puntos diverge. 856. Converge uniformemente en 
todo segmento [2x-+e, 2(4-+ 1) x—e] (#=0, 1, 2, .-.) del eje real. 857. No, 
864. х= 885. х= —=, хш 886. x.¿=—00, „= Ho 
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0, х„=1. 800 хох 1. 870. xe= 
xe=0; diverge en todos los puntos de la frontera. 
; diverge en todos los puntos de la fronter 

converge (no absolutamente) en los puntos z= (22 1) лі ( 
y diverge en los demás puntos de la frontera. 876. х= хш 
tamente en todos los puntos de la frontera. 877. х 


converge absolu- 
converge no ab- 
solutamente en todos los puntos de la frontera. — 888. La integral converge uni- 


formemente en toda franja 0 < а< Rez A < œ. 886. La integral converge 
uniformemente en todo semiplano Rez=a> 0, 887. La integral converge 
uniformemente en toda franja а «с Ке г «с 2—а, donde a > 0. 888, La int 
converge uniformemente en toda franja a< Rez = 1—a, donde a > 0. 

800. La integral converge uniformemente en todo intervalo Cerrado del eje real 
que no contiene el origen de coordenadas. 891. La integral converge uniforme- 
mente en el semiplano Im г =O sin el semicírculo |z| < 7, donde г es un número 
positivo tan pequeño como se quiera. 802. La integral converge uniformemente 


en los intervalos 0<a<2<P<1 у 1<y&z< ©. 893. Ejemplo: f ШЕ, 


para п <A петт (=p, 2.) y TÍO =0 рага todos Jos demás. м 
del. 894. x . e= Xg 
х, 


900. x 5 :erge en todos los puntos de la frontera. 
verge absolutamente. 903. En el punto z=0 diverge, en los demás puntos de 
la frontera converge no absolutamente. 904. Converge no absolutamente en 
todos los puntos de la frontera. 


Capítulo VI 
914. Solución. Calculando las integrales que figuran en las siguientes desi- 
gualdades evidentes 
ма а a 
{аана < Ç senta xax < È senta=1 xas, 


(олун үа _1 х [en 32 4 
(= ayi <2 < [g] EE 


Para demostrar la fórmula de Wallis resta probar que la diferencia entre los 
miembros extremos de este sistema de desigualdades tiende hacia cero para п -+ оо. 
916. 1) No se conserva; 2) se conserva. $18. 1) Diverge; 2) diverge (hacia cero); 
3) converge; 4) converge. 919. Converge no absolutamente. 920. Diverge. 


obtenemos 


921. Converge para р> 4 y, además, absolutamente para р > 1; diverge para 


pe 922. Converge absolutamente para р > 1; diverge para p<l. 


928. Converge absolutamente. 925. |2) <1. 926. |z| <2. 927. |2] <. 
. jzļ>1. 929. [21 <} 930. |2] < ао. 931. |2] <%. 932, jz] <. 


933. jz] < аә. 940. Solución, 1) Restando de la serie Ole 


la serie correspondiente a 2-32 (s), obtenemos (12) $ (9=1 Hi HHz $ 


en el miembro de la derecha de esta igualdad no figuran aquellos términos 1/nS 
рага los cuales n es divisible por 2. Análogamente (1 —2=)(1—3-") ф (s)= 1 + 
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т ++ . + donde en el miembro de la derecha se omiten aquellos tèrmi- 


поз 5 рага los cuales п es divisible por 2 ó 3. En general, 


ишә de O AY w 


donde, en el miembro de la derecha de (1) 1а suma se toma respecto a todos 
aquellos indices æ (mayores de la unidad) que no son divisibles por ninguno de 
los números ру, Pz, .-. , Pm. ES fácil demostrar que para Res==1-+8(6 > 0) 
la suma de la serie del miembro de la derecha de (1) tiende hacia cero, cuando 


т = œ, y que, por consiguiente, 8(s) [] (1— p7 
mat 
de convergencia absoluta (véase el problema 917) se desprende que el producto 


2) Como del criterio 


П (ра?) converge рага Ве ѕ2> 1+0, resulta que la función ¢ (s) no tiene 
21 
ceros, ši Кез > 1. 941. Solución. De lo demostrado en el problema anterior 


se desprende que [[ (1 ра) y Cualquiera que sea ô > 0. De aquí 
a 


es fácil concluir que mJ C — p3“ +9) =0. Como, por otra parte, (1 — pã") < 
< (1—=p50*9), es claro que el producto [р (1—nz') diverge (hacia cero) y 
A 


que, por consiguiente, la serie У) ру! también diverge. 


& 
лі л?сіб ла л? L 
961. a 962. та ges, E. 64. ggal! +nacthna). 
о fa a m (—1*+!2%&-1д+ 
9057 от (1 калп) эв. 25. 967. Be (Ви е el 
ero de Bernoulli; véase el problema 485). 968. Z 5—10, 071. po. 
2 sen na 


972. p=n, о=а. 973. p=1, o=3. 974. р=1, o=3. 975, p=3, 0=2, 
976. p=2, o=V 5. 977. р o=l. 978. р=1, o=1. 979. р=1, 


o=V 2. 980. ру. о 981. рза. с 


(cos 7-е У), de donde Ni ¿EL (cos сов: 3). 


"20 


+ (соза z+cosat /z+cosat У 5 совак 2, 


Análogamente УУ кшт 
= 


ж б 
donde a=¿/=T, y de aquí obtenemos $) mai 4 YE cosart/z. eto. 
> e Sa 
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982. р= о. 983. Solución, Es fácil ver que basta con considerar los valores 
1 


eta 


z> 0. En este caso —— < 1; por otra parte, si 0 <a < 1, se tiene 


1 
Jena à z 
E E 
> Ya 
Por consiguiente, p=1, g=1. 985. ре =тйх (рі. ру). .p. 
os Y pmp osea (en д, y Eze 


987. p< 


o*<o. 988. Solución. Si z=relr, la magnitud p alcanza su valor 


a 
$ сото quiera que зе dé r; este valor es igual a 1+. 


м 
Por otra parte, para cualquier e > 0(е <a) y para п> ne (e) se tiene gig < 


máximo para p= 


<А, < у, por consiguiente, 


@ 


« 


ir 
+ ++ 


<ї+-ү<! 


+ ө 


нб 


Pero, puesto que 


5 aay _зепїлүг _ечг—е-тг 
П (+ї>) 772 


(véase el problema 952 ó el problema 957), de las desigualdades (є) se deduce, 

en virtud de la arbitrariedad de e y de la solución del problema 984, que el 

orden р de la función /(2) es igual a 1 y que su tipo g es no menor del эр 
le 


de la función er y no mayor del tipo de la función е", es decir, na <o<ab. 
390, Solución. Sean M (r) p y а el máximo de la función |79] sobre la cir- 
cunferencia |2|=r, el orden y el tipo de la función / (2) respectivamente y sean 
Mi (r), ру Y оз las características correspondientes de la función f'(2). De la 


igualdad [(гу= È 1" (0 dt +f (0) se deduce que M (0) < г М, (0) ЦГ OL y, por 
Д 1 сла 


consiguiente, se tiene р «ра. Como /' (8) = р | ELE, donde а titulo бег 
т 
se puede tomar la circunferencia de centro en el punto z у de radio 6(8 > без 


arbitrario), se tiene м,()<®!+@, ез decir, ру <P y, рог lo tanto, ру=р. 


De aquí y de las desigualdades obtenidas más arriba deducimos que d; = 
Оһо método posible de demostración se basa en el teorema señalado en la 
pág. 127. 992. p=l,0 
905. p=0. 990. p=0. 997. р=1, 0=1. 998. р 
һ(ф)= соз 1000. p=1; Л (ф)= соз Ф, si cos p > 
1001. һ(ф)=|зепф|. — 1002. р h 


һ(ф)=|созф|. 1004. p=n; A(9)=cos np. 1005. +. ъ= sng]. 
1008. 1) Ае (p)=A (Ф), si В(ф) > 0; h*(p)=0, si h(g) <0, y A*(9<O0, si 
һ(ф)—0; 2) siempre A* (9)=4 (9). 1007. Ejemplo: [(г}=е*—Р(4@}, $ <9< . 


Capitulo VII 
1009. 1) TEUS RES pe oar 


En los tres. casos la integral de tipo de Cauchy se convierte en la integral de 
Cauchy. — 1010. 1) US (== ‚ Е-(@у=—} 8, a) 
aro aji РУ (=) е0 


alz L 5) es la parte principal del desarrollo de la función p(z) en una ve- 
cindad del polo, gai gz) es la parte principal del desarrollo de $ (1) en una 
n 


vecindad del punto ыш en la que se incluye el término constante. 
2+1 г 
1011. в-а. o 1012. 


— Ag» en particular, Ре (0)=0, F*()=- 


Р- (2) = 1013. F+ (2) = 


z 
Fi) 
ту, CRAE, F- a= 


azo 
valores frontera se tiene: 


1014. F+ (2)= 


F+ (RM У (aniba) 6958. p IREM У —bncosn 0 алела): 


по azi 


Lal = (а) eTe — q (Re) + 


1 
+4 Y) (bn cos n O-H ap sen n0). 
“ 
1015. 1) 51 el punto z pertenece al círculo Q:|z—#x] < у, se tiene /1(2)= 
ава), 1, (2)=(—1)* / (@—#л). En particular, si 12 | < 3, se tiene /1(2)= 


= Mot. s el punto z seencuentra en el exterior de todos ps cerrados 
R {ы 90-0 2) Sea Qs el circulo |z—ka | < л. Entonces, 
2) =f @— 


a 
= y (4 [f (20) — / (2— (#—1)л)], 
ыбы A ү Оа уа nOz Emre a 


рет А.т ик Лы ы A 3 26 90: d= Бета ALA] sia 


t 1 t = т n @=0, 1 (00, 
ri = pertenece а interior Кет Sma Окер Nal а Pae 
= тп: 0 реи РФга рр С! << 


вадеа, PE0)= EE, romo Я) в (а гата 


сата ое а plano соп un corte а lo largo de С, definida por el valor 
2+6 1+8 


їл1=б). Ln Е насаа 0—9). donde Аса 0—9) es el 
incremento de mea To largo de С. 
F+ 0-2 ER mp- El 
Р =з тн үт, FO=>3 Кере, F- (iR)=— 


F(iR)= к@=—. 


‚ы AR 


1018. к= ЁЁ (la rama uniforme sobre el z-plano con un corte a lo 


largo de С, definida por el valor Ln 1=0; para 1z]>R ella coincide con la 


rama análoga del problema 1017); Р-р “| Hp 0-х 


x in] ЕЯ| 3; к@=—т. Ила 1019. 1) 0, зі |z| <7 6 
а> А, у si еа < 9 уу, si Imz >л, у0, si Imz <a; 3)0, 


атг а, y ho si та> DE ets + Nan 
ГЕ) 
ит=[], donde аєа | EE] ise (arg (G—2)—arg E) es la rama 


uniforme sobre el z-plano con un corte а lo largo de C, definida por el valor 
Ln1=0. La parte "комата del valor frontera de esta rama sobre С рог la 


izquierda es igual a Ж y por la derecha, a (2). Con esto quedan deter- 


minados los valores frontera de F*(£) sobre С; F (0)= жг ы шый 5) la 
función F(z) es la misma que en el punto anterior, pero mn es la rama 


uniforme sobre el z-plano con un corte a lo largo de la otra semicircunferencia 


% A simple vista la solución es evidente: 


-ar LE. дт Un (0) (ia = r а 4. 


Sin embargo, es preciso comprobar que la última transformación conduce efecti- 
vamente а la rama señalada del logaritmo, уа que la igualdad Inz,—Inz,= 


=In2, en general, no es válida. Esta observación debe también tenerse en 


Я 
cuenta en lo sucesivo. 
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С y con [el mismo valor Ln1=0. La parte imaginaria del valor frontera de 


esta rama sobre C por la izquierda es igual a Š% y por la derecha, а -3) 


Con esto quedan determinados los valores frontera de Р+ ({) sobre С; 
FO. Observación. En los puntos 4) y 5) las ramas de 
pts coinciden en el circulo |z|<R, pero son, en general, distintas; 
рог ejemplo, en el co el valor de la rama es —ni en el primer caso y +ni 
рзи 

уст (6—2), la rama uniforme sobre el z-plano con un corte a Jo largo de 
definida por el valor Ln 1=0 (de la misma forma se definen las ramas en los 


en el segundo. Sin embargo Р(®)=0. 1020. 1195 


ps n 
problemas 1021—1024). 1021. b—a+zLn 222. 1022.1) Yi Artt + 

e, nye , г] 
Жаал: 2 y, Y nAn -1+ (z) Lo а= 


а 
bnet anasi 
-r >) наш з. (| 


1 bz ba уух 
1024, io EE ao), 


1 
a a 
1025. 1) F+(2)=In(e-+R), F- (гу=1п (+4): F+) = In 2R cos $ + 
HE, F- @=!а2еов-#—4%-:; 2) Ft (0) (е), F- (2) = 
= 1-8. : Ре Фое 9, F- y= In 2 |sen- |i EFE 


(el señtido “del ángulo p=argt, corresponde a las condiciones del problema). 
1026, 1) F+(2)=0, F- (2)=In (— i F+()=0, Egin (1): 
2) F+ (пр, Р-@)=0; РФ» E: F-()=0. 1027. F (z) = 

1 1 Rz ma n R+z 
mE an» t- У аа donde m= [5] утау 


tiene el mismo vaior"que en el roblema 1019, 4). Con esto quedan determina- 
dos también los valores frontera de F”(t) sobre С. Si |z|<R, se tiene 


Ра Y) сы", donde ca a ¿Es qasr + 1028, F+ =h x 


x [2+V% m iwz], F-m} [2+v% in a] vz. 


з) Si Lnz y Inz son las ramas señaladas en la condición del problema, se 
tiene Lnz=In(—2)+ai. 
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1029, F+ (2)=0, F- (2) =Ln 2 


(la rama del logaritmo se determina por la 


condición del problema). 1030. F+(p)=l, F-(2=1= 2 <=. 


1031. F+ (2) =2—2a—(1—2)b, F- (z) =z—ìa—(1—A)b—(z—a) (z— b) 


1032. F+ (2) =1л 2 Е-(ф=їл&=—®. 1034. —х2--х—3,5. 
1035. 1) з (" 5) 


т 
2) (mE. 1037. Si |z| >I y 2 TC, se 


tiene F(2) =gh; In ¿7 Ln 24Р (а), donde F, (2) es una función analítica 


para |z| > 1 y la rama de Ln A+ se escoge igual que en el problema 10! 


4). De aquí se desprende el comportamiento de Р (г) en los puntos + R, que son 
los extremos del areo C. 1038. D) ез el 0 пт ар que Та 


EEI а] 


(2 
AR 
TE FA 49, 


función / (г) transforma el recinto G. 1044. 1) m| 
эл 


1 
1050. ш(г)=- | ч) дт 


зя 


1 TRR TRN 
“=a uoa. ва. 10) 99 (7). ло е (E)- 


т / (0) = Тт [Ф (0) + T; 2) 100) = ig e) + 
J+. ©(0) = т / (0) = Im [—їф (0) 79 (99). 


1059. 1) (0) =", j (2) = — 5 (aquí, asi como en las respuestas a los pro- 
blemas 1054—1057, el valor de о (0) se toma igual а сего). 1054. f (z) = йш. 
1055. /(2)=—In (1—-¿) On һ@=(1—т). 


R ли. 
1056. 0) уте (o= k) пее И z 987. гана, 


Һе) = – 


1 de П (t) di 
InR. 1050. 4(2)==7 {ао 7 = So 


а la existencia de la primera integral es suficiente que u (f) sea acota 
continua a trozos еп el intervalo (— œ, œ) y para la existencia de la segunda 


(“> 


integral es suficiente exigir además que, por ejemplo, u (f) sea de orden 


en el infinito). 1060. f (гу = и (2) 0 (2) = $ ue tn E 


+ (unta, donde u, ()=u(t+0 (para la existencia de las 
2i 2 


integrales es suficiente, por ejemplo, que u (f) decrezca en el infinito como 
m a>0). 1082. Las circunferencias del círculo |z| < 1 tangentes а la 
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circunferencia |z|= 1 en el punto e. 1064. Los arcos circulares que unen еп 
el interior del círculo [2[<1 los puntos e™ y es, 1065. w(2; a, b)= 


=l argi? 
“к^ 


‚ o —®, =z argle—b olz a, == arg (24). 
El significado geométrico de estas medidas armónicas es el ángulo, bajo el cual 
se ve el segmento o el rayo desde el punto z, dividido por х. 1088. 1-4 argz 


рага el rayo argz=0 y Largz para el rayo argz=y. 1067. о (2, А) = 
28у ЕГЕТ е 
тч ‚ (е, T)=I—a(z, A). Las lineas 


equipotenciales son arcos circulares que unen los puntos + А, desde los puntos 
de estos arcos el diámetro A se ve bajo el ángulo F(1+w) en el caso de 
2—8 


infzf—Inz y 
Лай іту Раа 121—8 y 


ө (2, А) ул (1-3) en el caso de w (г, Г). 1068. о (2, 1-2 arg 
V3-VR 


1069. w(z, Г) 1070. 


Co, (2) 


Capítulo VIH 


1078. 10) Y, хт: mediante este desarrollo / (z) se prolonga ana- 
o 


lticamente al interior del círculo |2--a] <|1—al, que no pertenece integra- 
mente al interior del circulo [2 | < 1, siempre que @ no pertenezca al Intervalo 


ЕЕ 
10, 1). 1070. / (= 2,2 (8) Ee 
esta serie е |+] < 5. 1093. Solución. La sustitución ё =x lleva la 


; el círculo de convergencia de 


Integral a 19 х). Integrando por partes, obtene- 


forma го - 


тоз мөнә La última integral converge en el semiplano 


Res>—J. 109. 0<Rez<1, —1<Rez<1 1098, El punto z=] es un 
polo simple de residuo igual a la unidad. 1099. Solución. Tomemos f, (2) = 


{#4 La analiticidad de la función /, (z) en el círculo [2] < 1 se 


desprende del resultado del problema 535 y de las propiedades generales de la 
integral de Laplace (véase 1a pág, ит). Integrand: ре artes (14-1) veces у 
haciendo uso de las desigualdades del problema 535, obtenemos para [2[ < 1 


һ@= -5 e 
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[tg (6 ат Sete (zt) de = $ ал+ 
è & 


кажа) (21) dt. De la estimación para | ф\т+1| se desprende que el 


Hen 


segundo sumando del miembro de la derecha de la última igualdad tiende hacia 
cero рага n— oo (|2| < г). Para demostrar la segunda afirmación tomemos un 
punto cualquiera z Є G. Entonces, en el interior y en la frontera del círculo, 
para el cual Oz sirve de diámetro, no habrá, como es fácil de demostrar, nin 

punto singular de la función f (2). Por ello la función / (z) también será analítica 


en el interior y en la frontera C del círculo de radio 1214-8, concéntrico com 
el ya construido, siempre que д > 0 sea lo suficientemente pequeño. Por lo tanto, 


para los coeficientes с, del desarrollo f (2) У) сг" son válidas las igualdades 
nab 
П 


= эш} 9 dí у, por consiguiente. 


рй 
т@й=зш т, т. 


т" 


Жтт converge uniformemente sobre С, se tiene Фа) = 


Como la serie У 
7 

= а А z 

зт [10е T El máximo sobre C de la magnitud Re (5) es igual a 


п145=• < J (al demostrar esta afirmación es suficiente limitarse al caso ел 
que zes real y positivo. ya que una rotación alrededor del origen de coordena; 
d 


las no varía la magnitud de Re (z/¢) у, por consiguiente, | Ф (2/) | < Aef (A ез 


una constante). De aquf se desprende precisamente que 1а integral f e~tg t)ar 
è 


converge. 1103. Si Шле» 225 es aquella rama de fa función в =й 
=й а. 


que es analítica en el z=plano con un corte а lo largo del arco y, y que ез 
Р+ (2) = 


igual а 0 para 2=00, se tiene Р- (2) = (0—0) тоо 228, 
= 


= (a—b) Low + 2nbi; еп el interior de G+ se tiene F- (2) = 


T= 


222 2ni (a—b) para la prolongación analitica a través de ү, 


= (a— b) Lot 
y F- (a)=(a—b) Ln 32 para la prolongación analítica a través de ya. 
1105, 1) z= + 3; 2) z= + 2; 3) г = + 2i. En los tres casos los valores de w (z) 
son diferentes. 1107. Sobre z= 1 hay dos elementos: z= 14-2, 


эз 
Ө ыж... MA, 


w, + 
Lyh 
mat 00 E ATEEN 
sobre z=2 hay un elemento algebarico: 2240 0= = ls 


=140, w= 
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[UI < I. 1108, Sobre z=! hay dos elementos algebraicos: 


» [t1 <2; sobre 2=5 hay un 


) 


). 14 4 sobre 2 = hay un ele- 


miz 011-5) и (1- 


t 
а 
elemento algebraico: =5+1%, w= ( 


141 < 2 y dos elementos 
regulares: 2=5-+f, w= 4 21 (++. У 


mento algebraico: г={-&, apt. 


о<и|< VE 1109. Sobre 


ин, а на (e 1.) 
1001. AMO, Sobre г=1 hay tres elementos algebraicos: г=1+4% 


3 Sobre z=2 hay 


w=a (1454). Ис, donde 0 = 


un elemento algebraico: 2=2+1*, w= — 


< 1 y tres 


yT (- 


elementos regulares: 


z 


+. э==/З(1+үу+...). l< 


Sobre z= œ hay un elemento algebraico: 2 w= ++ о<ир< 

< V + 1111. Sobre z=œ hay dos elementos algebraicos: 2=1-*, 
П 1 

was + 0а) TaT = (1). o<iri< 


o 
<и (тате тт): 1112. z=0 ез un punto singular bivalente: 2—03, 


2.0 < 101 <. 113. Sobre z=0 hay un elemento 
1 


=. OIEK 1114. Sobre 


2=0 hay un elemento algebraico: ‚© шр 


MIS, Sobre z=0 hay un elemento algebraico: z= 


lI< Ул: 1116. Sobre 2=1 hay un punto trascendental de ramificación 
de primer orden; sobre z=% hay un р.а. г. de primer orden. 1117. Tanto 
sobre г=0 como sobre z=% hay un р.а. г. de primer orden; sobre 2-1 hay 
un punto regular y un punto singular esencial de carácter uniforme. 1118. Tanto 
sobre z=0 como sobre z=œ hay un р.а. г. de primer orden; sobre cada uno 


1 
de los puntos z= 1+) @= +1, + 2, ...) hay un punto regular y un polo 


de primer orden; sòbre г =1 hay un punto regular y un punto singular no aislado 
de carácter uniforme (que ез el punto de acumulación de los polos). 1119. Sobre 
z=0 hay un p.a.r. de primer orden; sobre cada uno de los puntos 
а= ала (k= 4 1, +2, ...) hay dos polos de primer orden; sobre z= hay un 
punto no aislado de ramificación (que es el punto de acumulación de los polos). 
1120. Sobre cada uno de los puntos z=0 y 2=2 hay seis p. a. г. de primer orde 


sobre 2=1 hay dos р. a.r. de segundo orden y seis puntos regulares, sobre 

hay des p. a.t. de quinto orden. 1121. Sobre cada uno de los puntos y 
z=— i hay un conjunto infinito de polos de primer orden; sobre z=0 y z=% 
hay un р.1.т. 1122. Sobre 2—1 hay un conjunto infinito de puntos regulares 
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y un conjunto infinito de polos de primer orden; sobre 2—0 y sobre z= œ hay 
un р.1.т. 1128. w=} “Жї 
que es un р. a. г. de primer orden; ш = © que es un p. а. г. de segundo orden. 
1125. w=- , w=% que son p.a.r. de primer orden. 1126. w=0, w=0» que 


w= оо que son р. a.r. de primerorden. 1124. 


son p.a.r. de primer orden. 1127. о et! (a= cos a) que son p. a.r. de 


primer orden, 1128. w=œ que es un p. a. r. de orden (n—1). А cada cero 
de la derivada w' (z) de orden k corresponde un p. а. r. de la función z (w) del 
mismo orden. 1129. А los ceros de la derivada w’ (2) corresponden р. 

mismo tipo que en el caso anterior. A los polos de orden mayor de li 


© 


de la función w (г) les corresponden р. a. г. de orden menor en una unidad del 
orden del polo. Si en el œ se tiene w(2) =mi. @ > 1), al punto 
E 


2=0 le corresponde un p. a. r. de orden (k—1) sobre w=wọ. 1130. La su- 
perficie рага z(w) es la misma que para {/ w; sus puntos de ramificación se 
encuentran sobre w=0 y w=% y corresponden a 2=—n y 2= о. А las hojas 


del w—plano con cortes O < и < œ, v=0 les corresponden ángulos = de vértice 


en el punto 2=— n. Рага n— «o estos ángulos se convierten en franjas hori- 
zontales de anchura 2л, la función w (2) se convierte en ег y la superficie para г (w), 
en la superficie para Lnw. 1131. La superficie para z (w) es la misma que рага 
y/ ©. A las hojas del w— plano con cortes — œ < и < 0, y=0 les corresponden 
biángulos circulares, que forman ángulos de 2л/л en los puntos 2=a y 2=b 
(fig. 72, donde n=3)%. 1132. La superficie para z (w) se obtiene pegando dos 


1 En las figuras que acompañan los problemas de este capítulo, los puntos 
correspondientes se denotan con las mismas letras. Para los puntos del infinito 
se emplea, como regla general, la denotación Q y Q’. 
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hojas del w— plano con cortes | ш | < 1, v=0, correspondientes a los recintos |z] < 1 

y |т| > 1. Los puntos de ramificación se encuentran sobre w= +1 y corresponden 

az=21. A la red polar |z|=r, arg == corresponden elipses e hipérbolas 
a e 


СО" 


$ соз? Ф — sen Ф 
1133. E ERRE ésta es una función extremal conocida 


de focos +1: | 


de la teoría de transformaciones conformes univalentes. Ella transforma el circulo 
unidad |z} < 1 en el w—plano con el corte —o < u < —-} .v=0. La superficie 


para z (ш) se obtiene pegando dos hojas de este tipo. 1134. La superficie para 
2 (w) se obtiene pegando sucesivamente 2n hojas del w— plano con cortes 1 < |u] < о, 
v=0. Ella tiene 2n puntos de ramificación de primer orden sobre w= + 1 y dos 


N 
КС 


FIG. 74 


puntos de ramificación de orden (n— 1) sobre w= œ. La transformación principal 
se indica en la fig. 73. La función w(2) es automorfa (invariante) respecto al 
grupo бе transformaciones lineales generado por las transformaciones 


T=olo=e" ), S=—. A estas transformaciones corresponden las transfor- 
maciones de la superficie para z (w) en sí misma, tales que las hojas se transfor- 
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man ciclicamente una en otra, conservándose las proyecciones de los puntos sobre 
el w—plano. 1135. La superficie para z(w) es de 2л hojas con un punto de 
ramificación de orden 2n—1 sobre w=0, correspondiente а z=%, y соп 2л 
puntos de ramificación de primer orden, de los cuales п se encuentran sobre 


СА 29, 
ala 0,1,2, ..., n—1) 
2n 


w=% y corresponden а los puntos 24. 


y los otros п se encuentran sobre los puntos wk ( 24 y corresponden 


а los puntos 24 = У єк. La transformación principal se indica en la 


fig. 74. El resto se obtiene mediante la prolongación según el principio de si- 
metria. 36. La superficie para z(w) es de п hojas con un punto de rami- 
ficación de orden п—1 sobre ш= о, correspondiente a г= о, y сопл—1 


con un corte radial). principal indica en la fig. 75. 
АЈ circulo |z | < 1 le corresponde el interior de una epicicloide (de una cardioide 


т 


рага n= изї. La superficie рага z (ш) es de n- 1 hojas con un punto de 

ramificación de orden n—Í sobre w= оо, correspondiente a z= œ, y con n-+1 

puntos de ramificación de primer orden situados sobre w =, 1+4) y co 
эш 

rrespondientes а гь =0* \ш==е”*Ї, £=0, 1 

se indica en la fig. 76. Al recinto |z] < 1 le corresponde el exterior de una 


hipocicloide (de un segmento para n=1). 1138. La superlicie para z (w) es 
de л hojas con un punto de ramificación de orden п—1 sobre w= оо, Corres- 
pondiente а 2=o, y соп п —1 puntos de ramificación de primer orden, situados 


ПЫ 
sobre m= 55-7 п 1). Рага 


construir la superficie es preciso pegar. а su hoja cero (a w— plano con el corte 


% 5). La transformación principal 


y correspondientes a поза (r=1, 2, 


NS 
VOS SS 


FIG. 77 


—w <u gai, 9—0) sucesivamente n—2 hojas con dos cortes zz- 
lu] < o, v=0 y después pegar a la última de ellas una hoja más con el corte 
9 <и рт, 0=0, si п ез un número par, y con el corte зт <u<o0, 
v=0, si n es un número impar. La transformación w (2) transforma las elipses 
e hipérbolas de focos +1 en elipses e hipérbolas de focos +zz=7 + El cambio 


de los semlejes se obtiene de Jas relaciones z=comst, w=const. En Ја fig. 77 
se indica la “división del 2-plano en recintos correspondientes a los semiplanos 
о> 0 y v < 0 (los primeros se han sombreado) para n=5. 1139. w=0 y w= о 
son р. l.r. у w=1 es un polo de primer orden para una de las ramas de la 
función 2 ( 140. La función z (w) tiene un р. а. г. de primer orden sobre 
1a pantos w=eż*! y dos p. l.r. sobre w=0 у w= œ. Su superficie de Riemann 
se obtiene pegando dos ejemplares de Ja superficie de Riemann para la función Ln w 
a lo largo. del corte becho en ellos sobre el arco que une los puntos ш=е+2 
del w—plano, 1141. La función 2 (ш) tiene un conjunto infinito de р. а. г. 
de primer orden sobre w=- VZ y dos р. 1. г. sobre ш= о. 1142. La función 
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z (ш) tiene un р. a. г. de primer orden sobre los puntos we => 2- (2р son las 


ralces de la ecuación tg z=z; todas ellas son reales), dos р. l. r. sobre w=0 
y una singularidad crítica indirecta sobre w=0, que es el punto de acumula- 
ción de los р. a. т. indicados (viese MNevenilane R., Elndentigs analytische 
Funktionen, Springer, Berlin, 1953, n° 238). 1143. z= Arccos w= 


-1 Ln (w+ 089—1). La superficie рага г (в) es de infinitas hojas соп dos 


БУЕ. Эне йэ өлүр: T. de primer orden sobre w=-+ 1, que corresponden 
а z=kn (k=0, +1, ; se obtiene pegando ип número infinito de 
m pianos con tortas 1 Efu | Doro 0, que sresponden а las franjas verti- 


cales Ал < x < (64-1) л (fig. 78). 1144. z=Arcsen т — Arocos w. La super- 


(сіе para z (ш) es la misma que para Arccosw. 1145. z= Arctg 


FIG. 78 


La superficie para z (w) es de infinitas hojas con dos р. lr. sobre w=- i; se 
obtiene pegando un número infinito de w-planos con cor [01<T, que 
corresponden a las franjas verticales Ёл < x < (441) л (fig. ет. z=Arccigw = 


=ğ—Aretgw. La superficie para z(w) es la misma que para Arctgw. 
1147. ¿=Archw=Ln (w+ Vu7—i); chz=cosiz. La superficie рага г(ш) es 


la misma que para Arccosw. 1148. z=Arshw= Ln (w+ VW 4-1); 
AP iz. La superficie para z (w) se obtiene girando la ан кй еп ип 
ángulo de $ alrededor del origen de coordenadas. 1149. г Аһ ПЕ 
thz=—itgiz. La superficie рага г(ш) se obtiene girando la superficie para 
Arctg wen un ángulo de $ alrededor del origen de coordenadas. 1150. z= Arcth w = 


= Ln zti: ; cthz=ictgiz. La superficie para z (ш) es la misma que par 


Arthw. — 1151. La superficie para z (ш) se construye como sigue: en el w— plano 
se hacen cortes horizontales —œ < ш 1, 0 (224-1 е 
y a lo largo de cada uno de ellos se —plário con un 
corte (sólo uno) idéntico. La construcción ресе para z (3) se basa еп 
que w (z) transforma toda franja 2йл < у < ОЕ) л en la franja Dn <v < 
< @Е--2)л, que lleva el w—plano pegado a lo largo del corte —1 <и < 

сыа Ia (véase la fig. 80, el signo =F." indica que los recintos deben ser 
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pegados). 1182. 1) Sea F. la superficie de Riemann en Ja que la función w= (0) 
ansforma el E—plano. Para.construir la superficie de Riemann de la función 
208) es preciso pegar una cantidad infinita de ejemplares de la superficie Р con 
un corte a lo largo de un arco que une, sobre F, los puntos w(0) y w (æ) (aná- 


© 


logamente a, la construcción de la superficie de Riemann de la función Ln w). 
La función de Riemann obtenida tiene dos р. 1. r. en los extremos del arco de 
ваша y una cantidad infinita de p. a. г. pertenecientes a las superficies F. 

) Para construir la superficie de Riemann "еа función z (ш) pegamos una can- 

tldad infinita de ejemplares de la superficie Р alternadamente a lo largo de los 


© %) y: o © (4) 0-27 


П 1 
G) Abr) P (з) Ает) 


БУУСУ 


ES? 


SS 


cortes que van de los puntos w(+ 1) al punto w(%) (análogamente a la cons- 
trucción de 1 super de Riemann para la función Arcsenu). La superficie 
nida tiene dos p. l. r. sobre ш(®) y a . del 
punto 1) tiene una cantidad infinita de p. a. т. de primer cpu tos 
Ал del w(+ 1) o w(— 1) es un p. a. r, de orden k de la super erticie Р, este 
шт мей рага г (ш) un р. a. г. de orden 289-1). El estudio de la función z о) 

фе puede reducir al caso anterior realizando la sustitución 2-02. 1183. Т 


FIG. 80 
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las superficies de Riemann рага w(2) son de dos hojas y tienen р. а. г. de pri- 
mer orden sobre los puntos: 1) z=a, z=b; 2) z=a, 2=6, 2==0, z= %; 3) z= a; 
y г=®, sin es impar. Para construir las superficies tomamos dos hojas del 


CG са С 


FIG. 8! 


2—plano con cortes, que van de los puntos indicados más arriba al ©, y los 
pegamos a lo largo de los cortes idénticos. 1154. Todas las superficies de Rie- 
mann рага w(z) son de tres hojas y tienen р. а. т. de segundo orden sobre los 
puntos: 1) z=a, z= œ; 2) z=a, 2=b, z= œ; 3) z=a, 2=b,2=0, 4) т=ау 


PEA LM 10, +4 
0 ou 5 e С ta 


) 
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FIG. 82 


y ¿=00, si п no es múltiple de 3. Para construir las superficies tomamos tres 
hojas del z—plano con cortes, que van de los puntos indicados al «o, y defini- 


2 Al recorrer 
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mos sobre las mismas tres ramas uniformes w, ow, бш |w 


lo 


los puntos de ramificación la función чш {гу adquiere el factor œ a“cuenta de uno 
de los factores subradicales y por eso el orden de pegadura de las hojas a lo 
largo de todos los cortes es el mismo, el cíclico (véase el esquema de la figura 81). 
1165. La superficie de Riemann рага w(z) es de n hojas con р. a. r. de orden 
пі sobre z=a, 2=b, ¿=c, 2=c0. La superficie se obtiene pegando n hojas 
del z— plano con cortes que van de los puntos z=a, z=6, т=с al œ. La pe- 
gadura es cíclica y simultánea a lo largo de todos los cortes. Las hojas corres- 
зні ` 
ponden a las ramas uniformes de la función otw (o=e” , 6—0, 1, . 1). 
1156, La superficie de Riemann para w (2) es de seis hojas con un р. a. r. de 


SS 
SY 


FIG. 83 


quinto orden sobre z= œ, con dos p. a. r. de segundo orden sobre cada uno de 
los puntos г==а y 2=0 y соп tres p. a. г. de primer orden sobre 2=c, La su- 
еге se obtiene pegando seis hojas del z— plano con un corte a lo largo de 
la curva que une a y 5, b y c, c y el œ. Estas hojas corresponden а las ramas 
uniformes w, Hwa, w Hwa, шш Hwa, шү — Шз, бил — г W — wa, donde о = 
=e? y w, y шу son las ramas uniformes de vV: F y de Уг 
correrse el punto a se unen ciclicamente las hojas 1, 2, 3 y 4, 5, б, al recorrerse 
el punto 5, las hojas 1, 3, 2 y 4, 6, 5 (la unión es doble a 10 largo de las se- 
mihojas), al recorrerse el punto с, las semihojas 1, 2, 4, 5 (se indica en la 


T. Al re- 


FIG. 84 


fig. 82); 2, 3, 5, 6: 3, 1, 6, 4, y al recorrerse el punto оо, ciclicamente las 
hojas 1, 6, 2; 4, 3, 5 (véase el b == de la fig. 82). 1157. La superficie de 
Riemann para w(z) es de seis hojas con dos p. a. r. de segundo orden sobre 
z=0, con un p. a. т. de primer orden sobre 2=Í y con un т. de quinto 
orden sobre z= о. Para construirla hay que pegar dos ejemplares de la super- 
ie para la función ¿/z, cada uno de los cuales tiene en una de las hojas un 
corte a lo largo del rayo y=0, 1<x< œ. 1158. La superficie de Riemann 
рага w (г) es de dos hojas соп p. a. г. de primer orden sobre los puntos 2=kx 

o dEl 72...) sobre а= ою la superficie tiene una singularidad trascen- 
dente gue es el límite de los р. a. r. Para construir la superficie tomamos dos 
hojas del 2 — plano con cortes que van de los р. al œ (a lo largo, рог 
ejemplo, de los rayos paralelos al eje imaginario) y pegamos las hojas a lo 
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largo de los cortes idénticos, — 11591. F, у Fy se obtienen cada una pegando 
dos planos con cortes [—1, 1] (fig. 83). 1160. Ё, se obtiene pegando dos z —pla- 
nos con cortes — о < х<20, y=0 y Fu se obfiene pegando dos w— planos con 
cortes [-%- т] (fig. 84). 1161. Р, y Fw se obtienen cada una pegando 
tres planos con cortes en orden ciclico a lo largo de dos de los segmentos 


lo. 1/7], [о.о рт. (о, оя 3/4 
obtiene pegando dos z—planos con cortes |0, 3 y Fu se obtiene pegando al 
a үз з з 
йк, ыы], че [ЗД 
dos w— planos con cortes y, y ya respectivamente (fig. 86). 1163. F, se Obtiene 


donde w=e 5 (fig. 85). 1162, F, se 


ш — plano con cortes yi 


+ —iœ | otros 


FIG. 86 


pegando dos z— planos con cortes [—1, 1] у Fw se obtiene pegando tres w— pla- 
nos que tienen, respectivamente, un corte [— ib, ib), dos cortes [— a, a] y (0, ib) 
у dos cortes [—a, al y 10, —ibl, donde a= IES Vy 


b= Уну V 12. La transformación y los tres w— planos con los cortes 


D 


n las respuestas a los problemas 1159—1164 mediante Fy se denota la 
superficie para z (ш), es decir, la superficie sobre el w—plano, y mediante F,- 
la superficie para la función: w (2) sobre el 2 — plano. e 


277 


se indican еп la figura 87. (la figura no corresponde a la escal 
impar. F, ез de n hojas y tiene a р. a. г. de orden n— 
a 


. 1164. a) nes 
sobre los puntos 


z=ok ое", k=l, 2, ..., n); F, es de 2л hojas y tiene n? р. а. г. de 


VE. 


primer orden: n sobre los puntos w= 


correspondientes a los puntos de F, sobre z=", y n p. а, г. de primer orden 
sobre w= ca: correspondientes a los . de F, sobre г=@®. La transforma- 

зе ¿indica en la fig. 88 (para el estudio Зе ha empleado la sustitución 
m, ду еши), La función w(2) transforma el ү [2 | <1 en el w-plano 


сіб 


соп п cortes radiales que salen de los puntos n” vz. b) л es раг. Si n=2m, 


E м 


FIG. 88 


w(2) se descompone en dos funciones: аз, = + ¡Ez - Para construir Ру toma- 


mos л “semihojas” [2] <1 y n “semihojas” |z| > 1. Denotémoslas mediante 
HÈ y HÈ respectivamente y denotemos mediante yą los arcos frontera definidos 
i los puntos œt. A H pegamos а lo largo de ya las semihojas Н", а lo largo 
las semihojas a lo largo de las semihojas Н, etc. 
pi E AA ын pegadura de 
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puesta de 2n hojas que representan w-planos соп n cortes radiales indicados más 
2 


arriba. 1165. w=27, z=0 y z=% son p.a.r. de segundo orden, 


1166. w= 


m, [m А А a Р үн 
(z es la fracción irreducible igual а = ). =0 y z=% son 


р.а. г. de ordenm,—1. 1167. 2=0 y z=% son p. a.r. de primer orden; z=1 es 

un punto singular esencial para una de las dos ramas de la función. 
ү Һ 

1168. ш=1— es una función entera 


singular esencial. 1169. 2=0 y . т. de primer «orden; 2=1 
es un punto singular esencial pa dos ramas de la función 
y es el punto de acumulación de sus polos de primer orden en los puntos 


z=œ es un punto 


Ж gte (k=0, +1, ...). Según el problema 618, el re- 


coincide con todo el plano. 1170. Si 
n=0, los puntos z=0 y z=œ son puntos singulares evitables y шча 1; si 
n<0, los puntos z=0 y z=œ son р.1.г., con la particularidad de que 
lim w= lim w=1, y г=1 es un punto singular esencial para una de las ramas 
de la función; si n=], se tiene w=z; si n > 1, los puntos z=0 y z=% son 
р. 1.r. y el recinto de indeterminación de w (z) en estos puntos coincide con el 
w-piano ampliado. 1171 y 1172. z=0 y z= æ son р.1.т. y en ellos el recinto 
de indeterminación de w(2) coincide соп el w-plano ampliado. 1173. z=1 y 
z= зоп p. l.r., con la particularidad de que limw=limw=%, у 2=0 es 
un polo de primer orden para todas las ramas de w (z), a excepción de una. 
174. z=0 y z=œ son p.lr. y limw=limw=e. 1175. Los puntos de 
ramificación son los mismos que tiene el Arcsen z (es decir, un conjunto infinito 
de p.a.r. de primer orden sobre 2= + 1 y dos р.1.т. sobre z=, lim w=0; 
2. 

z=0 es un polo de primer orden para todas las ramas, a excepción de un 
1176. z= + í son p.l.r. у Ит ш= оо; z=0 es un polo de segundo orden 


Тау 
cinto de indeterminación en el punto z= 


pel 
todas las ramas de la función. 1177. Las superficies ша) y z (8) son las m 
таз que tiene la función logaritmica (con p.Ì.r. sobre 0 y el co). La transfor 
mación se obtiene fácilmente empleando la representación paramétrica z=, 
ш= е. 1178. La superficie de Riemann para ш(г) es de infinitas hojas con 
un p.le, sobre cada uno de los puntos 2—0, y 2-р y con dos р.г. sobre 
z= о. La superficie se obtiene pegando un número infinito de hojas del z-plano 
con cortes que van de los puntos z=a y z=b al co. Estas hojas corresponden 
a las ramas uniformes de la función w+2nin (n=0, +1, + 2, ...). Al re- 
correr los puntos z=a y z=b estas ramas se transforman sucesivamente una en 
otra, con lo que queda determinado el carácter de pegadura de las hojas. 
1179. La superficie de Riemann para w(2) es de infinitas hojas con un р. l.r. 
sobre cada uno de los puntos z = b, z=c y con tres p.l.r. sobre z= œ. 
La construcción es análoga a la anterior. ' 1180. La superficie de Riemann para 
ш (2) es de infinitas hojas con un р... sobre саба uno de los puntos z= ka 


(4=0, +1, +2, ...). A título de hojas se pueden tomar z-planos con cortes 
que van бе los punios z=kx al æ (a lo largo. por ejemplo; de las semirectas 
verticales), Dos hojas se pegan simultáneamente a lo largo de todos los cortes, 


por un lado, igual que al construir la superficie de la función logarítmica. En 
el œ se tiene una singularidad trascendental que es el límite de los р. |. r. 
1181. 1) ш(2) representa una función anal inica en cada parte conexa de la 
superficie de Riemann de la función t= (z) sobre el z-plano, a la que corres- 
ponde una parte conexa de la superficie de Riemann de la función inversa 
2==*(E) sobre Gr; 2) w(z) representa una función analítica única en cada 
parte conexa de la superficie de Riemann de la función С = Ф (2) situada sobre 
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0, (es decir, sobre el recinto G, trasladado al z-plano); 3) lo mismo que en el 
púnto 2). En el caso particular, indicado en la condición del problema, w (z) 
representa siempre una función analítica única. 1182. w (2) se compone de dos 
funciones analíticas + 2. 1183. w(2) se compone de dos funciones analíticas 
2 m, Em 
+25. 1184. w(z) se compone de p funciones analíticas kz" (е в 
рет. с. й. (т, п); k=0, 1, ..., р т, m=2). 1185. w= (2) se 
E, м. 

сыйн бёр E кейын 
3188. w(2) es una función nevalente соп р.а. г. de orden л—1 sobre z 


0, El») En el ө tiene ар punto 
de los p. ik (k=0, 1, .... 


+1, ...). 11809. Una función infinitamente valente con p.l.r. sobre z 
+1, co. 1490. w(2) es una función analítica infinitamente valente con wn 


% 1193. w (2) se compone de las funciones 
+2+2n (k=0, +1, 1194. w(z) se compone de las funciones z-+kn 
@=0, +1, .. 1195, 1) Sean лу, =a, г=па= т fracciones 


Irreducibles y sean p=m.c.d. (m, n) y q=m.c.d. (ma, m). En estas condi- 
ciones, (2"*) se, compone de p diferentes funciones analíticas n-valentes, iguales 


k=0, 1, ..., p—1, mientras que (2"»)" se compone de д 
эт 


Tunciones ойна", оре", 0, 1, ..., 9 


а oz, ое? 


Una de ellas, а saber 2"; 
зүз aya 

EA 
= + ra=", tracciones Irreducibles y sea p=m. с. d. 
ix 

(л, m). En estas condiciones, 271312 se compone de p diferentes funciones ana- 
liticas n-valentes, iguales а 042", о ==е^Р, , donde ру =m. с. d. (латат, р), 
n=, n=, k=0, l, ..., ру—1. 3) Sea p=m.c.d. (m, n) y sea 


siempre pertenece a ambos casos. En particul 


М= т.с. т. (лу, ъ=. En estas condiciones, ш (г) se compone de p dife- 
rentes funciones analíticas N-valentes. — 1196. Sean N =m. с. тп. (m, n), p=m. е. d- 
(т, л), q=m.c.d. (== =) ужа 1+1=6. En estas condiciones, 


r’? 
w(z) es una función analítica N-valente única que tiene Ypa г. de orden 


п—1 sobre z=0, Š p.a.r. de orden m—1 sobre 2=1 y z р.а. r. de orden 
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y—1 sobre z=00. 1197. Una función analítica nm-valente que tiene un p. a. r. 
de orden n—1 sobre z=1, n р. а.г. de orden m— 1 sobre z=0 y un p. a.r. de 
orden тл—1 sobre === о. 1198. Dos distintas funciones cuadrivalentes que 
se diferencian por su signo y que tienen la misma superficie de Riemann que 
la función }/z. Cada una de estas funciones tiene una rama para la cual el 
punto 2—1 es un polo de primer orden. 1199. Una función infinitamente 
valente con un р. а. г. de orden л—1 sobre 2—1 y con n р. І. г. sobre cada uno 
de los puntos 3D y z=; Para construir la superficie es preciso pegar n 
superficies de Ln z con el corte (1, œ) en una de las hojas de cada una de ellas. 


Las curvas ря зеп пд =Ал (k=0, + 1, +2, ...) dividen el w-ph 
correspondientes a los semiplanos y <Ó (en la iig. 89 se representa el caso n= 2; 
¿uk es un plano auxiliar). 1200. Una función infinitamente valente con un 
Рг. г. sobre z=1 y con un infinito número de solamente р. І. г. sobre z=0 y 
2=co. La superficie de Riemann se obtiene pegando un número infinito de su- 
perficies de Lnz con el corte [l, œ) en una de las hojas. La superficie tiene 
sobre z=0 y z= œ sólo p.l.r., en cantidad infinita, y sobre 2=1 tiene puntos 
singulares y un p. 1. г. Las curvas а sen v= (2k 1) л y v= 26л (4=0, +1, +2 ...) 


© ES: 
y 


2 e о мй 
“ g 
Б o. ana 
FIG. “so 
dividen el w-plano en recintos, сог! dientes cada uno al z-plano con el corte 


сае LALO y==0 y con el corte adicional 1 <x < æ, y=0 para los recintos 
que comprenden en sus fronteras las rectas v=2kx (fig. 90; [=e" es un plano 
auxiliar). ` 1201. Una función infinitamente valente con la misma superficie de 
Riemann que LnLnz. 1202. La superficie de Riemann es de infinitas hojas, 
tiene un р. а.г. de orden n—1 sobre z=0, sólo p.a.r. de primer orden sobre 
у 2n p.l. г. sobre г = о. Para construir la superficie hay que pegar n sü- 
para Arcsen z con el corte [0, 1] en una de las hojas de cada una de ellas. Las 


+1, ...) dividen el w-plano en recintos corres- 


pondientes a los semiplanos y 0 (fig. 91, donde n=2 у б =ш? es un plano 
auxiliar). 1203. La superficie de Riemann se obtiene pegando un número infi- 
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> fi 
per 
curvas n= Ey о" cos л (k= 


nito de superficies de Ln z con los cortes [e +] y le, ©) en una de las hojas 


(las superficies de Lnz se pegan dos a dos alternadamente a lo largo de unc y 
de otro de estos cortes). La superficie tiene sobre z=0 y z=% un conjunto 


infinito de p.l.r. y sobre г==-1- y 2=e tiene puntos singulares y una cantidad 


FIG. 91 


infinita de р. а. г. de primer orden. Las curvas Im sen ш = сози sh о (28-1) 
y u=F-Fkn (k=0, El, +2, ...) dividen el wplano en recintos, correspon- 
—<x<0, y=0 y con dos cortes 


dientes cada uno al z-plano con el corte — 


adicionales oera}, y=0 у е<х< =, y=0 en el caso de los recintos, 


entre cuyas fronteras están comprendidas las rectas u=5 +n (fig. 92; {= sen w 
es un plano auxiliar). 1204. Una función infinitamente valente. Su superficie 


© 


FIG. 92 


de Riemann se obtiene pegando un número infinito de ejemplares de la super- 


ficie de Riemann рага la función р/' 2—1, provistos del corte a lo largo del rayo 
1<х<с ©, у—0 en una de las hojas. La pegadura se realiza igual que al 
construir la superficie de Riemann de la función logaritmica. 1205. Una fun- 
ción infinitamente valente que tiene sólo p.a.r. de primer orden sobre z= 
y г=© y dos p.l.r. sobre z=1. 1206. Una función infinitamente valente 


con dos p.1.r. sobre z=—1 y con un número infinito de solamente р. de 
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primer orden sobre 2=0 y 2— о. 1207. Si ah, se tiene =FLnz4+ 


+ Hno, 1 
es irracional, se tiene w=aLnz42xik(k=0, +1, ...), es decir, un número 
infinito de diferentes funciones. 1208. Dos tintas funciones ana- 
líticas infinitamente valentes con la misma superficie de Riemann que la de Ln z. 
1209. Dos distintas funciones analiticas iguales, respectivamente, a 2Lnz y a 


211(—0. 1210. w=>3+2mk, k=0, +1,. Ж--2Агссозг: w=— F + 


+. т—1), es decir, m diferentes funciones analíticas; si œ 


+2 Arccos2, 121. ола (0, bl, do 1212. =®=!(@+л*) 
(k=0, +1, ...). 1213, w es una función infinitamente valente con la misma 
superficie de Riemann que la de Ln Lnz (véase al problema 1200). Si [ pe = 
=Lnz=Inr+ (р Ате г), se tiene w=el Бб e Unp+iO+2nik), Para ү (z) = 


=e-0+1 Ino (0.0 < 2л) los conjuntos de valores frontera, indicados en el 

( 

problema, representan, respectivamente: 1) y 2) la circunferencia |ко|= е"; 3) las 
E л 


circunferencias |w|=e para фо y |ш|=е 2 para p—— o; 4) el 
л 


anillo e 2 <|w|<e 2. Para los demás grupos de ramas se debe agregar el 
factor e-3mh (e=41, 42, ...). 1214. Si да| <1, w(z) representa en todos 
los problemas una función analítica; si |a|=1, la función se descompone en n 
de diferentes funciones analíticas en los puntos |) y 3) y en un número infinito 
de ellas en los puntos 2) y 4). 1215. Si |а| < 1, w(2) representa en ambos 
casos una función analítica; si |а| гв 1, habría n de diferentes funciones anall- 
ticas en el punto, 1) e infinita cantidad бе ellas еп el punto 2). 1216. 1) Sean 
геге? y ¿=peM=Lnz. En estas condiciones, w(z) se compone de funciones 
analíticas multivalentes iguales, respectivamente, а y (2) e 192-0 *27А (| | < 1; 
p= V inir, Ө = аге (Inr-+ iq), con la particularidad de que — o < Ẹ < = 


y F<0 <a 0, +1, ...). Todas ellas tienen un p. l.r. sobre 2=0 y en 


una vecindad de este punto el recinto de indeterminación es un anillo (en par- 
зя я 

ticular, el anillo х (0)е 2 <|w|<wx(0)e 2 рага #=0). 2) Sean 2—1 = rel? 
y = Рей = Ln (2—1). En estas condiciones, ш (2) se compone de funciones ana- 
líticas _uniformes iguales, respectivamente, а х (2) е! 190-0294 (ур, 
р Иїпї 0р 4 2ла)ї, Ө = ага [Inr +i (ф-Е-2лл)], con la particularidad de que 
л 

T 
distintas funciones analíticas. Si existe у (1 


minación рага z— 1 es una circunferencia (en particular, la circunferenci 
Jw % (1) e sik 0). 1 1) Si f (г) no tiene ceros de orden impar, 

Тә) se descompone en dos funciones enteras. Si a,, аз, ... son los ceros de 
orden impar de la función / (2), la superficie de Riemann para V f(z) es de dos 
hojas con р.а. г. sobre а, ау, ... y sobre el œ, si f(z) tiene allí un polo de 
orden impar. Si / (2) es una función trascendente, sobre г== о hay dos puntos 
singulares esenciales de carácter uniforme, cuando f (2) tiene un número par de 
ceros de orden impar, y un punto singular esencial de carácter bivalente, cuando 
el número de estos ceros es impar o infinito. 2) Si la función f (2) tiene ceros 
аа, аз, ..., la superficie de Riemann para Ln f (2) tiene sobre а, az un p.Í.r. 
y ningún otro punto. Si f(z) no tiene ceros, Ln / (2) se descompone en un nú- 
mero infinito de funciones enteras que difieren una de la otra en sumandos de 


<p< EN 0 <0 < 2л; (k, n=0, +1, ...). Para diferentes k y n resultan 
lim, x (2), el recinto de indeter- 
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tipo 2nki (k=0, +1, +2, ...). 3) Si / (2) tiene ceros, la superficie de Riemann 
para |f (z)|* es la misma que рага Ln f(z) (véase el punto 2). Si f (z) no tiene 
ceros, |{(г)|* se descompone en un ni infinito de funciones enteras que 
етеп una de la otra en factores de tipo ehai (£=0, +1, +2, ...). 
1218. El círculo [2] < 1 de dos hojas con р. а.г. en los ceros de la función 


Ў) +” у, en particular, en el punto z=0. 1219. 1) El círculo |z| < 1 de dos 
aai 

hojas con un único punto de ramificación рага z=0 (parte de la superficie de 
Riemann para У т, situada sobre el círculo |2} < 1); 2) parte de la superficie 
de Riemann para la función Lnz, situada sobre el círculo |z| < 1; 3) parte de 
la superficie de Riemann para la función Lnz, situada sobre el anillo 


1 
ў <121<2. 


Capítulo 1Х 


1222. 1) En el vértice А, se tiene a, 2) en los vértices A, y А, se tiene 
Pata o еп el vértice Ay зе len 230: 4) en ls чо dy y Au Se 
tiene ау =0.=-—1; 5) en el vértice A, se tiene 2, =-—2 y en el vertico Yes 
Г ® en Tos vértices, Au, A y Ane tiene apm asma, 0: D) en ei vér 
tico Ах, se tiene a, =—2 y еп los vértices Ay y As Qu = as— 0; 8) en el vér- 
tice Ay se tiene as 2 y en el vértice Ay ma. 1224. Es necesario y 


я 
suficiente que ==; (лу son números naturales o el œ) y que УУ ("= 
m 


lo cual es posible sólo para n=4, siendo m =n =n=n,=2 (es decir, para 
el rectángulo), y para n= 3; 


ni a Lal 7 
П © © Una franja 
2 2 Una semifraja 
2 3 6 Un triángulo rectángulo 
2 4 4 Un triángulo isósceles гес!йп шо 
3 3 3 Un triángulo equilátero 

Aiw-0) 


1225. 1) w= inz+a, z=e ™ (a es un parámetro real); z (w) es una fun- 


ción periódica de período w=2hi; el grupo G es generado por la transformación 
T (ш) =ш--©; su recinto fundamental В se compone de la franja duplicada y 


de uno de sus lados frontera; 2 ә а а, ¿O (a es ап 
jarámetro real (w) es una función iódica de período w=2hki; el grupo G 
Уа recinto оо т D son los memos que en Ы punto 1. 1298, w= arean 2, 
советта (u) es una función periódica de período отл: el grupo 0 es gene: 
tado por las transformaciones Т (ш) =w-+0 y S(a)= — se recinto fundamen- 
tal В” consta de la franja O<u <n y de las semirecias frontera u=0, ш=л, 
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о<0. 12270. ше {у (1—2) * dz, donde тет СЕ 


= {5-101—8)0—1 de es la integral de Euler de primera especie); z (w) es una 
è 


mu 


función doblemente periodica de periodos 20 y 2ue * ; el grupo G es generado 


r las translormaciones Т (w)=w+2ò y 5 (ш)==ше *; su recinto fundamental 
consta de un triángulo duplicado y de dos lados frontera distintos; 2) w= 
а 


U—2) * dz, donde C= 
al 
eriódica de períodos 2ш y 201; el grupo G es generado рог las transformaciones 
Pia) а +20 y S (ш) а 0 su recinto fundamental В consta del cuadrado de 
lado w у de dos lados frontera de uno de los triángulos que componen el cua- 
ж з 
drado; 3) w=C fz 3 (1—2) * dz, donde C= 
а 


=cfa 2 (w) es una función doblemente 
E 


z (w) es una fun- 


ción doblemente periódica de periodos 2hi у 2he 


es generado por las transformaciones 7 (w)=w-+2Aí y 5 (w)=we ?; su recinto 
fundamental В consta del triángulo duplicado y de dos distintos lados frontera. 
1228. El “triángulo” con dos vértices en los puntos ш==0, w=d= B (a, В) y de 
ángulos ла, лф en estos vértices. Si a-+P < 1, el tercer vértice es finito; si 
a+fz 1, el tercer vértice es encuentra еп el infinito; si а В = 1, se tiene 
d= zz У el “triángulo” toma la forma de una franja oblicua si а з $; en 
el caso en que о --ф =2, los lados del “triángulo” que parten de los vértices de 
n(a—1) 
апл(а 
а apo, el “triángulo” representa el exterior de una franja recta (fig. 93). 


2) El “triángulo” con un vértice finito en el punto w=0, de ángulo ла, y con 
dos vértices en el œ. Dos lados del “triángulo” representan rayos, que parten del 
origen, y el tercer lado es una secta, cuya distancia basta el origen de coorde- 
nadas es igual a A= ENT (a) TEED, (Acerca de cálculo de la magnitud A, 
е Е Ет гаша ки Р 
véase el libro de W. Koppenfels у F. Stallamann, №, 13.2, indicado еп la 
pág. 158). En el caso, en que a 1. se obtiene una franja de anchura л; en el 
caso, en que a+ В == 1, dos lados son paralelos y k=x; en el caso, en que a=2, 
se obtiene un semiplano con un corte a lo largo del semieje real positivo y 


1 (véase la 


la base son paralelos, están orientados en direcciones contrarias y d 


1) Los esquemas de los recintos fundamentales se indican en la fig. 62. de 
la pág. 230. 
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2) véase la fig. 94, 2; w, =w (А). 1230. 1) w= 2 farcsenV3—(1—20)V 2 2—2}; 


2) w=t a (1а ега а 


—V5 4) w=” (arctg YTH ath 28/3); 5) w=ia(— т 22-1). 


1231. 1) w= РЕ: асс Si @=<-Ё, se tiene ше 2х 
g эзи 
x tn (1). donde £=(| ) y =e? (00,1, ..., 9—1) 
X- 
apt apt ГУП 
ера eps 


шан 


200-1 
FIG. 93 


Р a 
a (үг—1\ө ША а ir 
2 о | ( 2 ) de Si 0—0, se tiene w=2 La +Y ех 
ї “ 
х" (3—)]. donde £ y f, tienen los mismos valores que еп el punto 1). 
1292. w= -$ , donde t=4 (Gm +). © к=. 1233. w= 24x 


x (Ия асет). 1284. w= 


t-i (1 — (8) 3 de. 
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2 үсте h z т 

1935. 1) == (н arctg V +harth }- и, 2). donde a= 1-H: 
2 (H arta hh arth E donde a=i+ 

2 o зауал урт). боме аа: 


2 
z үги io- 
3) w Sanar donde C, а у b se determinan en las ecuacio. 


д0 mac 
ЕА 
SS S SS 
7 N о 
S N 

Y % 


Ca Caya Сув 


— Sh anera" Фар 


* @—1)@+®Ю 


1236. 1) w- 
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“+1, с-а=С 1238. Еп шпа 


estrella poligonal de ángulos Jan y л-+Ал alternamente, de centro en el 
origen de coordenadas y con un vértice del primer tipo de ángulos en 


el punto w(1p=2 


-caf (чен) des atm y | 


x (жез) dz, si n=2m+1, donde C= 


al» 


Е 28, 
ын) те y a 
mediante la ecuación (3) para бу, de las igu: 
y de la dirección de uno de los lados de Че los valores ap se 


escoge arbitrariamente. 1241. ш=-©® „с атаан. 


z 
1243. Los parámetros se determinan de los valores de |f 000) у LI (da) | que se 
conocen al indicar Р y la dirección de uno de los lados de Р. Tres parámetros 
(а, bi cp ds) es escogen arbitrariamente, 51 uno de los parámetros 
в о су es Igual al œ, las telaciones (4) y ($) permanecen válidas si se omite 
el factor y el sumando correspondiente a este parámetro. SI ез Igual al co uno 
de los parámetros b; о dp, las relaciones (4) y (5) permanecen sin alterarse. 


1245. ш=С(24- 1) (2—0), СА) ao 


(Ib), 69099 
wc y тсз. C= 


атаа 
Сене (0 Та. 1248. w= VAR (а уе (Ер), 
Ё 


1240. Los parámetros se determinan, 
dadas A mL o O 
estrella. Uno 


12 


1247. ш = Сг\-з« 5 —1у*, 
T+az, 
donde a y b se determinan del sistema de ecuaciones ачин V 77, 
a 
ачы К Ез а (==) =a (5-0). 1249, 1) ш [7 (27, donde 
Ta @=+т [e+ Ит)" + (2— УС:#—Т)"] son los polinomios de Chébyshev; 
1 
РҮ а зе 


1250. Los parámetros se determinan de los valo- 


n 

(b; Ref (d, jue se conocen al indicar P y la dirección de uno 
o AAA os (дь. bi, су, di) se escogen arbitrariamente. 
Si uno de los parámetros да о су es igual al œ, fas relaciones (6) y (7) perma- 
necen válidas, si se omiten los зитапдоз correspondientes. Si es igual al co uno 
de los parámetros b; o d,, las relaciones (6) y (7) permanecen sin modificaciones 


res de 


(véase la respuesia al SEST 1249). „1251, Los parámetros se determinan de 
los valores (2d y Ref ТО, “Tres де los” parámeleos ар, br су, dy se 
escogen arbitrariamente, 0) se escogen, arbitrar amente dos de 
los parámetros ор, br, cy, de: 1262. Los parámetros se determinan por los valo- 
res de Re e ((60 y por la posición de uno де los lados de P. Dos parámetros se 
mente. 1258. Los parámetros se determinan por los valores 

de Ke / On) y Re Г y por la posición de uno de los lados de P. Tres pará. 
metros э ле о рее Ёш la fórmula (11) se escogen arbitrariamente 


dos de los parámetros correspondientes a los vértices. 1254. 1) pa те +0) 
+n 6040, 


п (04-1)— 72 In (1—5), b= 2 w= in (а) 


a Fha ` 
ас, 
LA hy 240, 
CL na- mL inb, b y үк; 3) edo 


93. Los parámetros a, y а, se determinan de las ecuaciones 
а ы 


LA 
+2 


аһ (L— 


=h ($-a): 4 w=/ [z (+4)} donde / (г) 
ез la transformación del punto 3); 5) w=4 In 7 (z), donde Ta (z) son los poli- 
nomios de Chébyshev (véase 1а respuesta al, Problema 1249); 6) w= 
= mng- )+z]; 7 win рл, A= donde b se determina 


5+1 


de la ecuación npt- =d 8) w=In(e+1)—Az2*—2-+const, donde 
5) +4=0. Еп parti- 


€ 


a=% y ase аа de la ecuación In atg (a 


+Az+const, donde 
1—а,2_я4 
frare" T 
En particular, sl A=0, se tiene a=0, А =С=. 1255. La correspondencia 
entre los planos u, z, y Ф se indica еп la fig. 95. Los afijos de los puntos С 
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cular, si d=0, se tiene а=1; 9) w= an @—а)+. 


2 
a= с=з (1а?) y а se determina de la ecuación In 172. 


19 Зак. 1032 


L+ 
[1 


plano u le corresponde en el plano z la circunferencia, punteada deradio УЕ (véase, 
рог ejemplo, el libro de Н. Bateman y A. Erdélyi, p°. 13.25 mencionado en la 


C' en el plano Ф son iguales a + pin . Al segmento punteado del 
у plano Ф 5 


pág. 173). 1256. e= f sn (e 2) donde A y k 
$ 


se determinan de las relaciones K =Ż, a=AK. 1257. Véase la figura 96. 


1258. Véase la figura 97. 1259. La transformación del z-plano en el plano u 
se indica en la fg. 98 (el v-plano que aparece en esta figura se refiere a la 
respuesta al problema 1260). 1260. La correspondencia entre los planos z y w 
se indica en la figura 98. Las expresiones para Г y A se dan en la tabla /. 
(véase la pág. 292). 


FIG. 97 


1261. Solución. Para determinar los parámetros Сү, k y b tenemos tres ecua- 


ciones: 1) ш(1) =а, ез decir, С, [022 —1)Ә K+E]=a, 2) =0= (+). es de- 
cir, (622—1) К-_Е = (#%з—1) (K4¡K') + E4+ (К, Е) (véase la sugerencia 
al ' problema 1260), 3) w(6)=w(1) De la ecuación 2) obtenemos 


Introduciendo esta expresión en la ecuación 1), encontramos 


к] =a, es decir, с-а (véase la fórmula (10) de la 


© 


LEG FEE 


Е Енев Ев: 


КЕЕДЕ 


Е к'—Е' 

1 dae > 

A | -g EEK) 
E. КЕ 


k 

1 

E 

к 

1 1 ‚у „е 1 б 
т |y (EEK) | у (EK) 
ik 

8 


1 1 n 
E p (K'—E) 


А 1 
Е q (K—E) 


Entonces, 


determinar k, obtenemos de 3) la ecuación trascedente 
e у 


DO VE ») =$ (a+ 1h). Los detalles de 
la determinación de los parámetros véanse en el 


FIG. 99 


libro: A. Betz, Konforme Abbildung, Berlin, 1948. 1263, Los casos 1), 2), 3) 
y 4) esián representados, respectivamente, 'en figuras 99 y 100. En todos los 
casos para poder hacer comparaciones, se da la transformación en u-plano que 
realiza la integral elíptica normal de primera especia. La prolongáción de la 
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transformación del primer cuadrante / del 2-plano según el principio de simetria 
lleva en el w-plano a una franja con una cavidad rectangular (véanse los recin- 
tos 1417 de la figura 99, 1), 2), a una tranja con un saliente rectangular 
(véanse los recintos /4- // de la figura 100, 1), 2), así como a otros recintos 
(algunos de los cuales se indican en las figuras). Las dimensiones principales H, 
1, ћ que aparecen en estos casos véanse en la tabla I]. Observemos que, susti- 
tuyendo z рог £: k%2%-4 2'2/1=1, se puede reducir el segundo caso al primero 
y el cuarto caso, al tercero; solamente en los casos 2) y 4) aparecen entonces en 


lugar де v, k las magnitudes у 


Fu? А y las correspondientes w-figu- 
ras se obtendrán de las w-figuras de los casos 1) y 3) mediante transformaciones 
lineales enteras con coeficientes de dilatación 

(опа): _ _ ?+-у (оп, _ k+v 

(оле), RE? (о, А2 


(оз indices corresponden al caso). Para los casos у=—1 y v=—K% en la 
figura 101 se da la correspondencia entre el u-plano y el w-plano. Haciendo uso 
de la tabla //, encontramos рага у == —1: 


e [авои] = Е (кч, >) 


спи 
O n= уң (Е, AK’) 


у рага v=—k?: 


[вов Бла “| К 


dnu 


L gmi’ 
19 K'E) HE. 


las lineas medias del rectángulo corresponden dos semicircunferencias (fig. 102): 
a primera de centro еп el punto ез y respecto a ella е, y e, son simétricos (de 
modo que su radio es Vie, — 63) (еа —e5)) y la segunda de centro en el punto e, 


y respecto a ella son simétricos e, y es (su radio es У/ (е, 
gando la transformación PP (w) según el principo de simetri 
miperíodos w у ш” de esta función: 


EE E A 
0 VEZ бе) * 
р 


( ах 
i kr 
\, VE Sea Sea) 


Considerando 1а figura 102, encontramos las relaciones 


e a к= 


Tola 11 


7 т # | П 
1 П T | 
yal 7 ИП -gatet ҮҮ р-# 
olay l E ya 
EIG, ГГ їй т H-H 
воа Iy Prsh 
Eol 3) ПЕ ШШ ШЇ | H-H 
ЖҮ 
ШТ] БОШ ї-ї' 
| | 
ya~] ы = (fp 2i э! 
нз | get 
l lis 
a А F Gn _ 


Оилаи, En la colomna Ф las Integrales se тїт ет el sentido del valor principal. Además. 
т 
Ya 
Ён 


„_ ———— —— 


Si ga >0, se tiene ез <e<0<e, y а <|о'| (уа que k <k y, por con- 
siguiente, K < K’); si gy <0, se tiene е, <0<e,<e, y, por consiguiente, 
w> loj. Si ga=0, se liene e,=0, e,=—e, y o=]0']' En este caso la 
transformación es simétrica además respecto al eje vertical. A todo el z-plano 
con cortes (— co, es], [er o), 10, i œ) le corresponde el triángulo (0, 29, 207), 


(0) 


FIG. 102 


que forma la mitad del paralelogramo de periodos (que se ha convertido ahora 
en un cuadrado) (fig. 103). rvemos también que, siendo er, tp es 
(€, + €, +€a=0) arbitrarios, а la mitad del paralelogramo de períodos le corres- 
ponde tel z-plano con cortes, en general curvilíneos, que salen de ез, ёз, еу y Van 


FIG. 103 


al co (véase esquema de la fig. 104). 1265. Solución. La transformación prin- 
cipal se indica en la fig. 105. Se obtiene de la transformación del semicírculo I 


e)! 
y tomando  Arg(—I)w+x, obtenemos a+ Arg dz — 
б 


-7 Y Arg(z—e,), de donde se desprende que Ате йш toma en los lados del 
ta 
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FIG. 104 


mo 


U 
Á 


m 


А 


FIG. 105 


“rectángulo” РВМС los valores —5-, 0, 5, —m, respectivamente y esto 
lleva a la transformación indicada en la figura 105. Así, por ejemplo, sobre el 
arco PÉ tenemos (fig. 106) arg dw=— n+ (a+ z) -gC ааа аа) 


bad, ete. Para determinar los semiperíodos conjuga- 


dos œ y є’ de la función Ж (w) tenemos: 


SI g=0, resulta que ej, es. ea son vértices de un triángulo equilátero y que el 
Pardlclogramo de periodos tiene la forma de un rombo de ángulo 60° en el cero, 


FIG. 106 


si ga < 0 (en este caso e, < 0), y de ángulo 120° en el cero, si ga > 0 (en este 
caso es > 0), En ambos casos а mitad del paralelogramo Че períodos corres- 
ponde al z-plano con cortes simétricos radiales que salen de los puntos е, ез, ез 


(véanse los figuras 107 y 108). 1280. 1) w=—|[L£(0)”, оз semiperiodos 
a 
Р 


2 
у == *, 


LU. tos semiperíodos son оће | 


а 
-ЄР. los semiperiodos son los mismos que en el 


só 
1267. 1) 2=sn(u, 0 w=, пр 2а gr: [Reu[<K, [Imu[<K'; 
2) la transformación es la misma que en el punto 1), pero 0 < Reu < K, 


Паш] < K’, аре ку; 3) se seduce al punto 1) mediante una translorma- 
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Үз —у%—1 
ión lineal; en este сазо,к= 0 У A—L , donde А = (а, b, с, d) es la razón an- 
ción lineal; en este caso, k= =p « а а 
armónica de los puntos indicados; 4) se reduce al punto 3) mediante la transfor- 
im 


mación 1=V EFE, 5) ази, 0, ie, ор PR; —3К< 


я 


FIG. 107 


<Reu<K,_0< 1ти < К”; 6) se reduce al punto 5) mediante la transforma- 
ción t= VIF; en este caso, k=cosq; Т) la transformación es la misma 


que en el punto 5), solamente en un caso ез 0 < Іти < К’, y en el otro 


~ d 


se tiene К ти К nps ie; 8) г=йзпї(ш, k), шее 


np=nr E [Reu|<K, 0<Imu<K'; 9) la transformación es la misma 
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que еп el punto 8), solamente en un caso зе tiente 0 < Imu < тк” у enel 


otro caso se tiene Fe <Imu<K'; npk, 10) se reduce al punto 
$ И 1 1 
8) mediante la transformación !=-#-Ё1_.; en este caso, k= 11) se 
ViFp УТЕр › 
reduce al punto 7) mediante la transformación # = en este caso, 
k=sn $ 12) se reduce al punto 2) mediante la transformación 1=—isen z; 
en este caso, #= 1; 13) se reduce al punto 7) mediante la transformación 
A 


f=senz; en este caso, k=cos th H; 14) se reduce al punto 5) mediante la 
transformación £=senz у una transformación lineal sucesiva; en este caso, 


A A (1 +sen В) (1 —sen a) 
A, pa A 23 
VAT donde aa 15) z 

un 
=C [200 ш] ‚ w=e К, їпи—2л-к—, donde # se determina de 
л Е 1—enu 
las ecuaciones 2 (8) шае ос, dnìB=- > 1268. JE, Los vérti- 


ces K 4 iK’, —K К" se transforman en los puntos et'*, —et!% donde 
cosa=k. 1269. Se reduce al problema 1268 mediante 1а transformación 


u=?Éarcsenz. En este coso, k se determina de las ecuaciones 


dnu 
зпи 


ж 
E 
q=e y donde = Уат Т. 1270. t 


» donde 


«= Ж arcsenz, ¡Reu|<Ky |Imu|<K'. El parámetro k tiene el mismo 
valor que en la respuesta al problema 1269. Los focos 2=+1 se transforman 
en los puntos te: 1271. 1)2=C [200 + ште], TRE 


su snu > 
2) 2=C 2:9 я ESTE 3) 2 Ж [Ewie 


E . Sobre la determinación de las constantes véase el libro mencionado 
en la respuesta al problema 1261. 


Capítulo X 


1272. Un movimiento de traslación de velocidad V=a—iß. Еп el co se 
tiene un doblete de momento p=2xc. Las líneas de corriente son fx-+ay=C; 
las líneas equipotenciales son ax—fy=C. 1273. En el punto z=0 se tiene un 

unto crítico (punto de ramificación) y en el œ, un multiplete de orden 2n (que 
Татып es un punto de ramificación); las líneas equipotenciales son 7" cos пф С 

las líneas de corriente, ге зеп np=C (z= ге); V=nz"-1. 1274. En los pun- 
los z=0 y z= œ se tienen manantiales-torbellinos: (0; Q, Г), (9; —Q, —Г); 


las líneas equipotenciales son п +С у las líneas de corriente, Inr = 


=Lo+0. Ambas familias de líneas representan espirales  logarítmicas; 
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en los casos en que P=0 o Q=0, una de estas familias son las circunferencias 
ol E 
г=С y la otra, los rayos р = С. La velocidad es V= е е (e тет ч), 


X (z=rels). 1275. Еп los puntos a y b зе tienen manantiales-torbellinos: (а; 


FIG. 109 


Q, Г), (6; —Q, Гу; las líneas del campo son espirales logarítmicas alrededor de 
los puntos a y b (fig. 109); пр=— 0-С son las lineas equipotenciales 


уїпр = $-0+C, las líneas de corriente (==). La velocidad es у= 


r—i0 


1276. En el punto z=0 se tiene un doblete de mo- 


! 
i 
П 
1 
! 


FIG. 110 FIG. 1 


mento р= 2л; г == С cos Ф son las líneas equipotenciales у r=C sen q, las líneas 
de corriente. V=—E, У„=0. En los puntos 2-+-¿ la velocidad es igual a 


34. 1277. 1) y 2) En los puntos 0 e о se tienen dobletes de momentos 
+2nR* y 2л (el signo superior corresponde al punto 1) y el inferior, al punto 2)). 
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a 

Las lineas del campo son curvas de tercer orden: ыа son las lineas 
a 

equipotenciales e y F piae las lineas de corriente. v=iF f eh, 


V..=1. Los puntos z= R para el punto 1) y los puntos z= + Ri para el 
unto ic 


las hipérbolas л? —& ху— 0? а? que tie- 
пеп su centro en el origen de coorde- 
nadas у que pasan por los puntos +a. 
A ж i 

Fat Vte 


=i el origen de 
rdenad: 
FIG. 112 1280. En los puntos 


líneas equipotenciales (entre ellas figuran también las rectas y = -£ х); 
Oson las líneas de corriente (entre ellas figuran también los ejes де coor- 


a 
denadas). V= ar у» =0, el punto г = 0 es critico (fig. 114). 1281. En los puntos 
а 


а a 
FIG. 113 FIG. 114 


41,0 y en el co se tienen manantiales: (+ 1; Q), (0; —Q), (ео: —Q); las lineas 

equipotenciales son э+}р=С+2ов2ф(С > 0) (para grandes valores de С 

ellas se aproximan a las circunferencias r= V Č y 72) las líneas de co- 
1) Aquí y en lo sucesivo la corriente simétrica respecto a los ejes de coor- 

denadas se indica sólo para el primer cuadrante. 
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rrientesonr = }/ аз (a ellas pertenecen también los ejes de coordenadas 


а н уе Тат a 
y la circunferencia r=1). V=% | 415 | » V= =0 Los puntos 4i son cri- 
ticos (fig. 115). 1282. En los puntos + ¿, Ú se tienen manantiales: (+ i; 2л), 


МЛ 
1 


0 


(0; —4л); las líneas equipotenciales son Crt—21 cos 2рф—1 =0(С > —1) (para 


C=0 se tiene la hipérbola у#—х*%=-1 |; las líneas de corriente son r = 
2 


= УС зеп ор соз 29 (рага C=0 se tiene la lemniscota de Bernoulli) у а ellas 


FIG. 116 


pertenecen también los ejes de coordenadas. "my Væ=0 (fig. 116). 


1283. En los puntos + Ж se tienen manantiales de potencia 2л, en el punto 
2=0, un manantial de potencia —4л y en el o, un manantial de potencia —4л; 
r14-7=C—2c0s4p (С > 0) son las líneas equipotenciales (que para С < 4 
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constan de cuatro y para С > 4 de dos componentes; para grandes valores de C 
ri—1 


son “casi” las circunferencias r= Y C y у): оре CAF] son las 
T 
líneas de corriente (a ellas pertenecen también los ejes de coordenadas, las bisec- 


trices de los ángulos coordenados y la circunferencia r=1). V=2 | ат 


V=0. Los puntos +1, +i son críticos (fig. 117). 1284. En el punto г =Úse 
tiene un manantial (0; Q) y en el punto z=% un doblete у un manantial (©; 


Н 
E) 
— Q); 4=00 Laa son las líneas equipotenciales (en coordenadas polares: 


Q ce 
огсозФ+ у пес) i r= son las líneas de corriente; las líneas de 
азтф 
ё с-$. 
corriente tienen asíntotas horizontales: йк +æ — -g кае v= 


cap, vaa: 


-4 es un punto critico (fig. 118). 1285. En el 
punto z=0 se tiene un torbellino (0; T) y en el œ un doblete y un torbellino 


Ф 
с1% 
(es; — Г): las líneas equipotenciales son r= аа: las líneas de corriente 
ж л 
т 9-0) гїп/ г (os) 
Amer A = i Vaata 
son xl и (arseng E ):* a+Le 7 


== es un punto crítico (fig. 119). 1286. El fluido circunda una circunfe- 
rencia de radio А; Vo =a, la circulación es Г; los puntos críticos se determinan de 
la igualdad г, = gez (Г У ТЕЕ). 51Г < 4maR, se tiene | zer |=R, es 
decir, ambos puntos críticos se encuentran sobre la circunferencia | 2 |= №; si 
P=4naR, los puntos críticos se confunden; si Г > 41aR, se tiene |2,, | > R (el 
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segundo punto crítico se encuentra еп estecaso en el interior de la circunferencia 
121= А). Véase, por ejemplo, [2, cap. Ш, n°, 49]. 1287. w (2) = Ve-la s + 


Н 
+ Y PEA mira). En el œ se tiene un doblete de momento 2луе-% 
= 


2 
у un manantial-torbellino de potencia Q=2,% y de intensidad Г. = 


Хуга 1288. 1) No; 2) st; 3) м (por ejemplo, la corriente зета 


tiene líneas de corriente que salen del origen de coordenadas). 1280, Una trans- 
formación conforme univalente transforma un manantial-torbellino en un manan- 
tial-torbellino de las mismas potencia e intensidad. Un multiplete se transiorma 
en un conjunto de multipletes de hasta el mismo orden inclusive, Un doblete se 
transforma en un doblete con la siguiente ley de variación del momento: 1) (a; 


A — (ө 2) > 


1290. Una transformación conforme n-valente transforma un manantial-torbellino 
en un manantial-torbellino de potencia e intensidad n veces menores, 1291. La 
ley de variación de un manantial-torbellino (a* es el punto simétrico de a) es: 
(a; Q; Г) — (а*; Q, — Г) para el caso de una línea de corriente y (a; Q, Г) = 

Г) рага el caso de una línea equipotencial. La ley de variación 
es más compleja. En el caso de una línea de corriente recta se 
tiene: (a; р) — (a°; р’), donde los vectores p, p’, trazados por a y а" respecti- 
vamente, son simétricos respecto a la línea de corriente. En el caso de una 


linea de corriente circular ]2]=R, se tiene (а; р) — (е -7i >). зато 


y (a; в (= 2). мено. Еп el caso de una línea equipotencial recta о circu- 
a 


=p; (ar) (er; 2 F), о »— (=: А) 
[у кремге y соп la misma denotación. 1292. 1) En todos los casos las sing 
laridades de la corriente deben ser simétricas respecto а la circunferencia | z |= 


(убазе el problema 1291). En particular, los ejes de los dobletes, pertenecientes a esta 
circunferencia, deben ser tangentes a la misma. La suma de las potencias debe 


ser igual a cero, para lo cual debe ser Datz 59 = 


potencia de los manantiales del interior de | z 
manantiales pertenecientes а |2 |= R. Sobre |2/= 


lar se tiene: (а; р) — (а* 


. donde Qy es la 


igual a cero, para lo cual tiene que ser AED = 0, donde Гу son las 


intensidades de los torbellinos del interior de |z|=R y Tí son las intensi- 
dades de los torbellinos sobre ]2]=R; no debe haber manantiales sobre | 2 | = R. 


1293. 1) w=Vz+€ (с es una constante); 2) w= 


+в 5 Y [еа а e 
$ 
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T 
2n z—a 


xin e—a] чит + Ус (= el œ hay un manantial de 


potencia— 2 a): 6) la corriente es posible solamente рага Г =0, Imp =0; 


en este caso a+ mepe 1294. 1) w= ina 


i 
patos azo(at Ep 


1295. 1) „гй л е aj) 
= 


еар) (RTA + 


= 
+E пеач a+? Saio 1290. 1) w= 
“ a 
r „177 ре E a 
ыш At SAG E Eo): 
3) w=Ve +0; 4) MA y E nete. 1297. w = 


беба) (az +. д 
и Pia) (ае it ча. 


= іта). 1300. 1) Li 2) in (144) ) tc. 


101. v= У) Pie Ingay А108 ng a] +; 
a 


Ca Hate. 1299, w= 


22 
Эд Х 


х—1—+уе-'е+с. La corriente es posible, si a= 50 Y] 1/40, en 
12 ГЕ 


el © se tiene un torbellino de intensidad -2 En). 1302. w= 


с. La 


ў [pa 1404-0 me, 


19% In(R?— zxz) ] уе: 

а 

corriente es posible, si ў T,=0, a=0 у р — 2лКзуеі«, 1303. Supongamos 
ЕП 

que £=f (z) transforma conformemente D en el círculo |£| < 1. En este caso, 

=D [f (2)), donde 


om-Y [56% in a + (01 а] + 
a 


ta=f (ax), con la condición indispensable de que Y Q4=0. 1804. Supon- 
Кеп 
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gamos que f=} (2) transforma conformemente D en el recinto [£] > 1 con la 
normalización f (о) = оо, /' (о) > 0. En este caso y bajo la con de que 


Y 9.=0, se tiene w=01/() donde оо a 


А 
+5 [506 о 21m по] + Нд). 

= 
* е Conservando las denotaciones del problema 1304, se tiene ш = Ф [f (2), 
Jonde 

4 Я 
оорут ине, 

Si Г=0, ы: transforma el exterior de С еп el exterior del segmento 
5 т] del eje real del w-plano соп la normalización w (оо) = 00, 


w'(00)=Ve-a, 1306. 1) w(2)= 5 laz —b V 7e) cos a +i (62—a Xx 
xVI—0) sena] +const (И. = Кек, с= Уа 58); 2) о) Lx 
Xllaz—oV F—=3)cosa-+1(02—aV —д)узепа]-Е-всү\п(-+ V 09) + const. 
1307. 1) ш(г) = У (z cosa—i V 3 — c sena)+ const (Ve = ее); 2) w(z)= 
=V (соза Уа sen a) -H-z In (z+ V =) const, donde r= 


= — олсу sena (с es el punto de partida). 1308. Supongamos que el perfil de 
Zhukovski se obtiene mediante la transformación 2 (t+ de la circun- 


ferencia 0—60 |=| 1—tol=R > 1, фо =1— ke-i? (ов < 5) . En este caso, 
S ат 
para la circulación Г у Va =Vels se tiene AS ¡(CE 


Reta 


+i In (z— tot V 2=1)-+c, siendo T= —2aRV sen (a+ B) 
dé la condición w'(1)=0 de acuerdo con el postulado de 


z= t V 
(Г se “determi: 
Zhukovski—Chaplyguin). 1309. ш()= И 2—F-+c, si la parábola es cir- 


Ут -p 


cundada por el exterior, y w (z)ich , si la parábola es circundada por 
"ур r 


1 E a 
el interior. 1310. аут [+ VAZA Pe B VEZ x 
ina 
2018] + const, si la гата de la derecha de la hipérbola es circundada por el 


A 
exterior (ҥе=р.Ё=л—о,с= V FFF, у +977 [акула 


я 
+ e- vazar] +const, si la rama de la derecha de la hipérbola es сігсип- 
E 


dada por el interior. — 1311. w(z) se determina de la ecuación z=e "422 
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го. 


(los valores de la función de corriente sobre las semirectas circundadas se toman 
iguales a $0). 1312. w=Archz=Ln (24 V 29—1) (los valores de la función 
de corriente sobre las semirrectas circundadas se toman iguales a O y an). 

1313. 1) Una corriente de periodo л; en los pun- 
tos Kn (ё es un número entero) se tienen manan- 
tiales de potencia Q; los puntos -+w зоп cri- 
ticos. La velocidad en el œ en la franja de 
periodos es Ve =V (x F іо) = £ i. Las lineas 
de corriente y las líneas equipotenciales véanse 
en la fig. 120. 2) Lo mismo, sólo en los puntos 
Ал en Е jar de manantiales se tienen torbelli- 
nos de Intensidad Г y además V (x + io) = F ¿q - 


Para construir el campo hay que intercambiar 
las líneas de corriente y las líneas equipotencia- 
FIG. 120 les de la fig. 120. 1314. Una corriente de período 

m; en los puntos kx se tienen dobletes de mo- 
mento р; la velocidad V(x+iœ)=0. Las lineas de corriente véanse еп 


la fig. 121. 1316. La solución es posible para v=v-2; 


w=EER tn sen 0) 00 nsen EE ү, (v- 2 ) 240 


Zu 2ч Т) 
| PL 
+ 


9-9 


о<аур-& 


ell | go 


arg p- 
FIG. 121 


п@—а)_!р 


1816. Lag Pa E уге. 1317. Supongamos que 


t=} (2) transiorma conformemente 5 еп una franja rectilínea 5, y que 0, Q, 
se transforman en los puntos infinitos de Sy. Para 5, el problema se reduce а 
los problemas 1315 y 1316, siempre que existan y sean diferentes de cero las 
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derivadas |” (2), F (05), las velocidades sean tangentes a la frontera de 
MoL w o e rado А a; Ба solución existe y es única. 
1318, 1) Es necesario y фасе que los п dl y С sean reales, En este 

quipotenciaks. Еп Та lg. 12 те 
Та iranslormación =] Gmt (a) Cu para” diferentes valores reales de C. La 


4 
cy 
ГЫЛ с-е, 
y A 
рма, А 
D 
A 
ГЕРТА » Ce 
с 
2 в 
2-0-2, = с-а, ЕЕЕ 
5) 


FIG. 122 


fig. 122 corresponde al caso en que © > 107], De acuerdo con la solución del 
problema 1264, en este caso se tiene £,<0<e,<8 у> т. 2) [(ф= 


Para a=0 y M=2x la transformación f=} (и) = 
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=u- está representada en la fig. 123 (notemos que 


а<-1 <). 1322. т=ш= Lc а Вси. Рага que 


la función f (u) sea elíptica, debe tener la forma f (u) Lu (и—а)—{(и—б]+с. 


Si Imu=+ Іт о? son las líneas de corriente, М debe ser real y, si son las 
líneas equipotenciales, debe ser puramente imaginario, a y В pueden tomar sólo 
los valores 0, ш, (£=1, 2, 3). Рага a=0, В = ор, М =2л se tiene 


CACA COTO) 
20 "Ps 


Fu) =5 и) ио) = та — 


@. J, k es una permutación de 1, 2, 3). Los puntos и ка" (тойо, a) son cri- 
ticos, es decir, en ellos f’ (и) =0. Las transformaciones principales se dan en la 


Y) 


tig. 124. Los rectángulos indicados en esta figura se translorman en el semi- 
plano limitado por una recta horizontal (6 == 1), en el semiplano limitado por 
una recta vertical (£=2) y en un cuadrante de dos hojas pegado a lo largo de 
la semirecta horizontal correspondiente a la línea punteada del rectángulo 
(k=3), Estas transformaciones se prolongan según el principio de simetría, 
1323. Los períodos de la corriente son 4K y 2(K”, hay dobletes 2mK +-(2n-+- 1)iK* 


de momentos 2x ( — y los puntos críticos son (2m4-1)K+niK" (m y т 


son números enteros). La transformación puede verse en la fig. 125. 1324. Los 
períodos de la corriente son 4K y 2K-4-2iK”, los dobletes son los mismos que 


en el problema 1323, pero de momentos 2л 1077", los puntos criticos son 


2тК + 2uiK’ y (2m4 1) K 4 (a4 DIK” (fig. 126). 1825. Los períodos de la 
corriente son 2K y 4íK”, los dobletes son ismos que en el problema 1323, 
pero de momentos 2л (—1)"+% i, los puntos críticos son mK +2niK". Las trans- 


127. 1326. f(u) TER х 


FIG. 123 


formaciones principales se dan en la fi 


x Cue. En particular, para = =0, о, о +" y B=w', omitiendo 
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FIG. 124 


г+і0 
Элі 


función, se obti i O] 
unción, se obtiene respectivamente 195 07 


la constante aditiva y el factor 


, cambiando С y transformando la o— 


+Cu, nSt с, ш й+о. 


е ъс. 1327. 1,2) y 


Si Аш 20) = (и), se tiene (а) = EF 


Г 
РА 


3) Corrientes doblemente periódicas con manantiales de potencia 2л у —2л en 
los ceros y en los polos де las funciones апи, спи. dnu (fig. 128). 1328. Una 
corriente doblemente periódica con cuadripletes en los ceros de Ẹ (u) (fig. 129). 
1329. Corrientes periódicas de periodo 2w (¡el período de la velocidad!) con 
manantiales de potencia 2x en los ceros, de Oa (o) (fig. 130, 17 рага O, y 0з 
desplazados en 1/2 hacia la derecha; fig. 130, 2 para ®, y 0 desplazados hacia 


la derecha en 1/2). 1330. 1) 1 (09—57; 1024-0: 2) O= Int (@+ donde 
4 (2) transforma el recinto D en un anillo circular de manera que se conservan 
las direcciones de los recorridos de los contornos frontera; 3) / (2) = суу ln Z= +c, 
donde гу, Za son reciprocamente simétricos respecto a cada una de las citcun. 
Jerencias (es decir, son los puntos de intersección de la circunferencia ortogonal 
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а las dos dadas y de la recta que une los centros de las mismas) y el punto zı 
se encuentra en el interior de la circunferencia con fa circulación Г; 4) / (z= 


т In (2) 4-с, donde la función £ (z) transforma el recinto D en un anillo con- 


SS 


FIG. 129 


servando la dirección del recorrido del contorno con la circulación Г. 
1331. пао (212), donde 


o и—@`, % ua 
Ф(ш)= En Rie ( =) + a= Ina 


o (55 > ©) 


FIG. 130 
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La función f (z) transforma R en el exterior de dos segmentos paralelos situados 
a la distancia 14Р Lano del otro (fig. 131). Los extremos de los segmentos 
1332. f (2)=0 lu (2)], donde 


se determinan de la condición Ф' (и) =0. 


+ е-* a (5) +e 
Oi © 
— A 


FIG. 131 
y и@=а+#+.- es la función que transforma el recinto D en un rectán, 
gulo. 1333. ro=0($ шг), donde 


O (и) = Аф (u)+ 


eya 
ae. 


El problema es posible, si c~, es un número real y la diferencia с-,—с-у es 
un número imaginario puro. Si А 0, la función / (z) transforma R en el exte- 
rior del rayo horizontal y del segmento que es paralelo a este rayo y se encuen- 


tra a una distancia de ае de él. Los externos del segmento y el punto 
inicial del rayo se determinan de la condición Ф' (и) = 0 (fig. 132,1) (en la fig, 
132, 2 se representa el caso en que En cambio, si 0, es decir, si 


se tiene solamente un doblete, R se transforma en un semiplano, limitado por 
una recta horizontal, que tiene un corte a lo largo del segmento horizontal que 


se encuentra а una distancia de 16-11 de 1а recta (fig. 132, 3). 1934. 1) La 


solución es posible, si Гү—Гу=Г en este caso, se tiene тоо (ж г). 
donde 


/ u—a 
a(z) 
es preciso tener en cuenta que el incremento de Fan es igual a 2x4, 
е (63) 
Lo 


cuando u varía.entre 0 у 20, y es igual a 0, cuando и varia entre 204+ io" y 


2. ¿0 Ф 
7 7 
z 
) 
© 
© 
зу" 
2 ПЕРЫ 
[О] © 
а b 
9 
FIG. 132 


Los puntos críticos de la corriente se determinan de la ecuación 


IS A 


donde A=}, y se encuentran en los lados del rectángulo de vértices (0, «o, 


о-о", q) y de los rectángulos simétricos a éste. En el caso en que T¿=0, la 
función 8(2) transforma R en un círculo con un сёге a lo largo de un arco de la 
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circunferencia (fig. 133; Г > 0). En el caso en que Г,= —Г,= 

3 (2) transforma R en un recinto de dos hojas que se obtiene al pegar las par- 

tes exteriores de loscíreulos |3] > 1 y 181> L а lo largo de los cortes que van 
иш, 


desde — œ hasta B¿=—e Г , donde wo es el valor de y еп el punto crítico. 
La función s(3) transforma este recinto de dos hojas en el exterior de dos len- 


тте (9—50 6 (0+! (fig. 134; Г> 0, а? <p; las 


lo largo del corte común). En el 
rectángulo del u-plano y ф varía 


г 
3 la función 


miscatas у / (2) 


semifranjas del f-plano deben ser pegadas 
caso general, p=Ú0 en la base inferior del 


FIG. 133 


entre -5 y тг, y en la base superior т=п itani y 9 varia 
entre 0 y Г, (Г > 0). 2) F(2)=0 [u (2)], donde 


transforma el recinto D en un anillo circular. 1335. u=ax—fy, v=fx4-ay, 
E 1336. u=299, 0-2 102; 


— un doblete (%; 


puntuales (a; 20) y (=; — 24). 1337. Ya, 0% DES А 
29 6—a) 
@—а)(- 

(а), 0=2 In/22—a? 


i cargas puntuales (b; 20) y (a; — 20). 1338. u=—2gargx 


E= 


28), (a; 


; cargas puntuales ( 


lel 


492 
da 
20) (о; 4g) (véase la figura 113). 1339, u=l2l зеп (р—о), v= 121 cos (р-а); 


a 
E= lhl eias»; un doblete (0; p) (fig. 135). 1940. (+2) е, 
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_ 


(7 E senos Ei (15 Жен): dobletes (0; F iR) y (ә; —1) 


(véanse las figuras 110 y 111). 1341. u=—py+29p, v=px+4 nt: 
E=—p+ e; cargas puntuales (0; 24) у (о; —24); doblete (ә; р) (com- 
П 
párese соп la fig. 118). 1342. и= — py+ 2, 29аФь. о=рх+ 2, 20418 — , 
E=-»+Y, жг”. donde 2—ay=rge'9%; cargas puntuales (ay; 204); do- 


blete (co; p) (Ше. 136). 1343. 1) La magnitud de la ca 


puntual se conserva; 
аа д 


FIG. 136 


1а ley de variación del momento de un doblete es la misma que en el problema 
1289; 2) el signo de la carga se altera; la ley de variación del momento de un 
doblete es la misma que en el problema 1291 para la prolongación a través de 


la línea de corriente. 1344. v=2g(2,0). 1345. w=29 In #2. 


с. 1347. w=2i In; + const, donde 


Ha 
1 
1948. ше2н1ар+о donde 108) = 
AE, 1349. т=н ар, donde t=} (z) se determina de la 


ecuación z= а 4-5. (véanse el problema 1280 


para n=4 y 1271). 1350. ааа рае donde f(2) 


y k se determina de la ecuación el problema 1268). 


аба) бак) 10—40), zy= xoi (4b— yo) 
i 2 D 
pak + (aro, eE, 


za 


a Е 
0). 1353. аа да (= у par ТЕ - ғ). “її т ‚+ 


+с(а=). Véase el problema 1298, 2). 1354. w=p(2cosa+ 
+ i sena У 217 83) + const. 1355. w= 20. (а: И] cosa — 


=i я T 717—0) зеп а] + сопзі, donde с%==а%—Ь'. 1356. w= 
P (cos a-+isen an u), donde u=E, КА (мае el pro- 
= азди Я LE 


blema 1350). 1357. 1) Si рї= ре”, se tiene 
Ha =p (a) { bas ©] cosa+i Fø- ета) +0; 


2) Ha) ma pit (2) PL o ы, cosa+i [0-5] .na] +0, 
donde рі = ре!". Las funciones аа figuran entre los corchetes realizan transfor- 
maciones conformes normadas de D en el exterior de un Segmento horizontal y, 
respectivamente, vertical D. 

» 


1358. 5 21а пи + if" (a, a) od e а] +e donde 


He, ax) y Fiz, а) transtorman conformemente D en el circulo unidad соп la 
normalización / (а, ак) = (а, а) =0, f'(a, а) >0 y сез un número real. 


1 
LG PTS 8 + si Imz>0, 
1360. Е 2—8) 


1 К 
—In F=T" si Imz<0; 


p a+. 1361. 1) En el interior del circulo se 


tiene 
1 MA ar 
n afi nlg, si аео, 
me PE] 


Іа А, si а=0. 


1) Véase el complemento de M. Schiffer ај libro: R. Courant, Dirichlet's 


Principle, Conformal Mappings and Minimal Surfaces, Interscience Publ., New 
York, 1950, $ 1 
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Еп el exterior del círculo se tiene v(z, а) = — In Т 
Г2—а] 


La intensidad 


СРР A AA EN 
0, а) = HR RIZ2R|a |соз (0а) фа “> b 
En particular, para a=0 tiene un valor constante— zig y crea un potencial 


de distribución que tiene el valor constante In R en el interior del circulo y es 
igual a In |z] en el exterior del círculo. 


mal, azo, |>, 
2) v(z, а) = 
тар а 14166 
In]z], si [2|>R, 
v(z, 0 


InR, si |z| < R; 


m 1 
р (Кет, а) = R 58 Та соз 0—a) Fla] (а=|а|е" у ajo). 


Si а= є, se induce el mismo potencial que en el caso anterior рага a=0, 
1362. v(2, КЕЕ узек 


l+ VFF] 
dl AL 


1 
, pl ута DS 


1363. о (2, оо) =¿In en el exterior de la elipse y v(z, 00) = 


П 
1365. p() =. 1366. CORA (xl < А). 
П 


1367. p = — 
зл ¡PAT 
1971. а. 13%: Si © (z; A) es la medida armónica del intervalo A del eje real 


(са аз Ы). 1388. R. 1369. од. 1970. р 


en el punto z respecto al зетіріапо superior, ез decir, о (z; a= (2х 
% 


X ур % (Véanse los problemas 1065 y 1373), se tiene (omitiendo la cons- 


tante real aditivi 12-20, v=qu(z A), А 


+. 


hal 
4) шу y se obtienen de las expresiones, indicadas en la respuesta al punto 3), 
potencial se puede 


representar también en la forma У) фо (2; Aj), Ao=(am œ). 1375. 1) w(2)= 
ЕЕ] 


4 


@ 
ытты ыт 


Гуч Inr + const, donde 


2 w= 


321 


= ¿E Inite) + const, Стаса т In] £ @)1+- сола, donde н es el módulo del re- 


into 'D (véase la pág. 37) E Ite) transiorma conformemente D en un anillo 
circular. 1377. ш (2) se determina mediante la fórmula indicada en el texto бе} 
problema 1376, donde: 


р оо Ук а e y (> (#)-—! 


ух. 
q 2% _(R—x 
дуза VE. n= (Ra, 


ARa 
а 


donde ху y xa se determinan de la ecuación x? -+ x+ R? =0 (x < х); 


а а= 6+ via, 2, с=Ү ЕЕ; 
кан 


Б} ее К, оби, A), ве 
blema 1267, 1)): 


нег 
ES ([Reu[<K, [Imu[<kK” (véase el pro- 


г dnucnu mt 
бле К,ы porsi] p=" F, donde k se determina 


de las ecuaciones KZ (н) =22, dna р = Е. (véase el problema 1267, з). 


1379, 1) ш, (2) ту la в, 
жы Sobre |211. 
эт 1 
P =p р Ра ра —Ри= —Ри= рд: 
экн ère lala 
2) w (2) =1— (2), ө, aL, 
CO 
EA ES т, А 
р. (0) = — pa 0) = ШО 9 Ра Pa=— m= Rp 
-| юк т Sobre Pai 
dende (a) translorma conformemente D en el anillo 1 «ИП < н, de modo que 
sE енто Гу и аюы М circunferencia ff|=1 1881. о()= 
= Im f (2) — Ў) agua (г), donde f(z) transforma conformemente D en el plano 


соп cortes horizontales, con la particularidad de que 
а= { Р... si a# о, 
piz+..., si а=. 
#@ Das, 


1382. v (z) = 24g (2, a+ S arto. =@= 


1383. Si [(а)= po está formado por el doblete (a; p), donde p se 
determina Гао de 7 (9 en ima vecindad del puo 
пә- {225+ баж о, 
реф... sl amoo, 


1384. 1) Si /(4)-—0 y [08)-— ө, el campo está formado por cargas puntuales 
(a; 24), (b; —2q) y el flujo del vector intensidad a través de cada contorno 
frontera es igual a сего; 2) si f(a)=0, el campo está formado por una carga 
puntual (a; 2q) y el flujo del vector intensidad a través del contorno frontera, 
correspondiente a la circunferencia, en dirección de la normal exterior para el 
recinto D es igual a 4л у a través de cada uno de los contornos restantes es 
igual a cero; 3) el campo es regular en todo punto. El flujo del vector intensidad 
a través de los contornos frontera, que se transforman en circunferencias, en la 
dirección de la normal exterior рага D es igual a -- 4л (el signo «+» corres- 
ponde al contorno que se transforma en la circunferencia exterior) y a través 
de cada uno de los restantes contornos es igual a cero. 1385. Véanse [оз proble- 
а 


таз 1332 y 1334. 1388. 1) v(2)= У) адор (2)+c, donde аһ se determinan 


univocamente del sistema 


л! 
D Pina = 24: (i 
A 

(véase el problema 1077) y c es un número real arbitrario. El problema equivale 

а la construcción en D de una corriente que circunda los contornos frontera Гь 

соп las circulaciones 41g, () + n), si о E D, y соп las circulaciones 


2, ..., n—1) 


Алаһ (= 1, 2 š з. —4л4,, si о ED(F, ез el contorno exterior). 

2) v (z) =, (2) —2g (2, a). donde vo (2) зе determina, igual que en el punto 1), 

a través de las cargas distribuidas 244-294. donde qk {= са ©: 
* 


= LO = =2(4— А ЧИК k 
n да ШЕ E si q=0 уо(г) =2 (q, мї т} 206 (2. ajte, 


e (mie 2) 
Ina Ad 

Ago #@ 9 1а 
para т=!ПЇЎ, siendo p < a < 1, si q %0 (en las denotaciones del problema 1334 


ч 
la función de Green es g (2, а) =1тФ (жг) рага Г=2л y Г,=—2л; lo 


último se obtiene de la condición »=0 en la frontera del anillo). 1388, El 
manantial (a; q) se transforma en el manantial (a*; —у), donde а? es el punto 
simétrico de a. Además, 


q 1 
"=! траге 


donde f(z, a) transforma conformemente el recinto D en el circulo unidad 
(aquí y еп lo sucesivo el coeficiente de conducción térmica # se toma igual a 1). 


q 2-4 ad Ri—az = 
1389. u= ¿ein | 21. 10. а= i |00 [е 199 u= 
nz ah i 
= Lin pata 1392. а= 91 уз 
Жен ав |е ‚а= рена 
2а *' 2а VE 


=s [E e+, 1] , donde k se determina de la relación $- =2 . 1393. 1) La 
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función de Green g(z, a) del recinto D puede considerarse como la tempera- 
tura creada en D por el manantial térmico (a; 2л), cuando la temperatura en la 


frontera es igual a сего; 2) u(2)=3Lg(2, a)+ Y им, (г), donde ор (z) es la 


a 
medida armónica de T4. 
9 “i—i 121 ds 
1304. и =-7- (г, a) 42242 im 1210, donde g(z, a) es la función de 
> аз. п 
Ш 


Green (véase la respuesta al problema 1387). 
Capítulo XI 


1397. 1) y 2) A=Hl(a+b9-+1 (аз — 6), B=- labi (as +01), 


Cale Arg lato) 0), 


B, = 6—0) аы), 
1 


Су=-к К. eba) + (суа, — суа). 


4) La transformación (2) se reduce а la proyección de los z-puntos sobre la 
a 


recta w=pe * (—® <p < ©), a un giro alrededor del origen en ángulo B 


FIG. 137 


y а una transformación de semejanza de coeficiente | А]. En este caso, todo 
En 


el z-plano se transforma en la recta w=e æ <А < =). 1407. Se 
puede construir la transformación casiconforme necesaria de característica 


|а| 
<k 
х 14+sena 
1408. а= Eg, 0=y=xtga, р= ==”. 1409. Solución, Mediante 


la función {102—9 (los valores г=а y z=b corresponden а los puntos А 
y В) transformamos conformemente el biángulo dado en una franja de anchura 
1+Bo. Comprimimos esta franja hasta obtener una franja de anchura x (una 
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transformación casiconforme de característica р 
ción inversa z (€), transformamos esta última franja en una franja de anchura л. 
Por otra parte, el arco AM (fig. 137) de longitud з ocupará la posición del 
segmento AM” de longitud х; el punto M se desplaza por una circunferencia 
de Apolonio respecto a los puntos “A y B (se indica mediante una línea pun- 
teada) y además 


+) y, empleando la fun- 


de E 
er a i 
costa 


(¡demuestre esto!). En el semiplano obtenido dilatamos la semifranja vertical 
que se apoya en el segmento AB hasta obtener la longitud del arco AB y de 
manera que se conserven las longitudes а lo largo del arco AB. La transforma- 
ción casiconforme resultante es de característica 


pa (14e) secs fe. 
ип. AL la) Fi) Bl 0, F= ie 


1412. 6= 4, ()а ó b= a. En particular, se puede tomar ш = 


PR 9 (2) z 
=w-+q+(2)0. La transformación w=aw-+ 60 es no degenei 
1413. donde А se determina de la ecuación @, 
e 
lga 1)-+q2=0 o bien (А-9) (x-3) =la 
degenerada, si |11 < 1 ó Igi 1—14 > L 
мса la ARREA Mu da problema detenti айа 


transformación casiconforme de dos pares de características (p, Ө), (р, 01), que 
dependen de q, (2) у qa (2). La transformación $ (z) es una transformación casi- 


conforme de un par de características p, 0; 4 = — эй no q etin 
7 
(véanse los problemas 1401 у 1403). 
1422, F (0) = — 2z In In 24-22 inin 


а, si {qa (21% 1. 
EAS 


. La transformación es по 


OF els cos y 

25. Enin 
т. ДИРЕ 1 el? sen q П 
аа: 


or 


1 1 
ES 2 Inin —In 4-2 a ln 


LA EDITORIAL MIR PUBLICA 
V. Mij 


ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS 
PARCIALES 


Este libro representa en sí un curso universitario de ecuaciones 
diferenciales en derivadas parciales. Recurriendo a los problemas de 
contorno para las ecuaciones elípticas de segundo orden y al proble- 
ma de Cauchi, así como a los principales problemas mixtos para las 
ecuaciones hiperbólicas y parabólicas de segundo orden, el autor ex- 
pone en su libro los métodos modernos de exploración de los proble- 
mas correspondientes. Estos métodos, basados sobre el concepto de 
soluciones generalizadas, permiten tratar las ecuaciones con соеЃісі- 
entes variables de la misma manera que se emplea para el estudio de 
las ecuaciones más simples, esto es, la ecuación de Poisson, la de 
onda y la ecuación de conducción de calor. А la par con las cuestio- 
nes de existencia y unicidad y la exploración de las propiedades cua» 
litativas de los problemas de contorno, en el libro se presta gran aten 
ción a los métodos aproximados de resolución de Éstos. 

La exposición se acomparía de un gran número de problemas de- 
stinados, principalmente, para profundizar y ampliar el contenido del 
libro. Con el mismo objetivo se dan las listas de la literatura adici- 
onal. 


